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Nu avem aici, un ,,alt tutorial” — ca nu plecam de la Hello, world!,
sau ,iata un pdtrat” (ca pentru cazul cand n-ai avut de-a face cu nici
un limbaj de programare). Prezentam doar o experienta proprie
(si pe cat este posibil - originald) de investigare si intelegere a lim-
bajului PS (PostScript), considerand de la bun inceput ca mate-
matica elementara (si deprinderea de a pune i analiza ,,probleme”)
este inevitabila gi asumand (iarasi, fard cine gtie ce griji didactice)
deprinderea de a folosi diverse programe utilitare si interpretoa-
re (uzuale pe un sistem Ubuntu-Linux), avand in vedere ca PS este
cumva ,,intim” legat de ecosistemul TeX.

Avem mai degraba un eseu; elementele de limbaj PS nu sunt
expuse in mod sistematic gi cu exemplificari simple (ca in tu-
toriale), ci sunt investigate pe masura ce ele trebuie practicate
pentru a avansa in realizarea proiectului propus initial: a con-
stitui o anumita figura geometrica (dar mai complicatd decat un
patrat) si a o eticheta astfel incat sa poata fi integrata onorabil
(plecand de la un figier LaTeX) intr-un document PDF.

*vlad.bazon@gmail.com


https://en.wikipedia.org/wiki/"Hello, World!" program
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1 Componentele programului (sau proiectului)

Elipsa € este tangenta axei semicardioidei X in nodul acesteia O, are focarele
Ky si Ky situate pe X, iar centrul ei Cy este situat pe arcul de parabola P
(unde t € [0, 1] genereaza intr-un anumit mod punctele lui X):
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Vom mai preciza pe parcurs, contextul matematic al figurii (expus si
separat, in Anexa B). Programul PostScript care a produs figura postata mai
sus este compus astfel:

o figierul principal ‘grafic.eps’, prin care se genereaza si se traseaza
curbele (elipsa, cardioida si parabola), segmentele gi arcele importante;
vom viza doud moduri de generare: ,prin puncte” (cu instructiuni
lineto) respectiv, prin cubice Bézier (folosind curveto);

e un anumit numar de figsiere EPS asociate etichetelor matematice pe
care vrem sa le plasam pe grafic - figiere pe care le vom obtine ,auto-
mat”, printr-un script Bash care itereaza pe etichetele respective un
anumit gablon de figier LaTeX, invocand compilatorul latex gi progra-
mul dvips;

e figierul ‘pack.eps’ care incapsuleaza in final, figierele EPS mentionate
mai sus; pasandu-l programului ps2pdf rezulta figierul PDF, precum
cel vizualizat grafic mai sus.

Urmeaza, fatd de acest plan initial de lucru, sa detaliem, sa investigdm
si desigur... sa divagam.

Limbajul PostScript (PS) serveste pentru a descrie o pagina; de regula,
imprimanta va ejecta pagina rezultatd prin interpretarea figierului care i-a
fost transmis. EPS rezolva problema incapsularii de figiere PS, permitand
includerea n siguranta (fara ejectare gi fara conflicte intre parametrii grafici)
a unor pagini PS intr-o alta. Pentru a respecta formatul EPS, mai intai
declaram la inceputul fisierelor noastre:


https://en.wikipedia.org/wiki/Encapsulated_PostScript

%1PS-Adobe-2.0 EPSF-2.0
%%BoundingBox: 75 80 320 248

Vom arata la momentul potrivit, cum obtinem valorile necesare pentru
BoundingBox (nu neapirat, cele precizate mai sus) gi cum le folosim 1n vederea
Incapsularii finale a figierelor respective.

2 Discutie despre operatori, variabile si transfor-
mari (pe seama producerii elipsei dintr-un cerc)

Definim intai o procedura pentru a obtine &, o elipsa tangenta in O axei Oz,
avand centrul C} si semiaxa mica b date, cu semiaxa mare fixatda a = 1 si
astfel incat panta axei mari este tg+/b/a:
/ellipse { % tangentd in O axei Ox, cu semiaxele si centrul date

/Sb exch def % Preia din stivd semiaza micd, b. Semiaza mare este a=1.

/yC exch def % Coordonatele centrului (preluate pe rand,

/xC exch def % din stiva operanzilor).

/savematrix matrix currentmatrix def % salveazd CTM
xC yC translate % translateazd in centrul elipsei

Sb sqrt 1 atan rotate % roteste cu arctg+/b/a
1 Sb scale % scaleazd orizontal cu a=1 gi vertical cu b
0 010 360 arc % centru (0,0), ,razd” 1 (=a pe Oz, =b pe Oy)

savematrix setmatrix % restaureazdi CTM (,current transform matriz”)
} bind def

In limbajele uzuale definitia de mai sus ar ariita cam asa: ellipse(xC,
yC, Sb) { ... }; un apel ca ellipse(5, 7, 0.75) creeaza in memorie
un ,,cadru-stiva” in care se depun valorile 5, 7 gi respectiv 0.75 si apoi pune
in executie blocul de instructiuni identificat prin ’ellipse’; in interiorul
acestuia, variabilele locale 'xC’, etc. vor fi asignate cu valorile transmise la
apel in cadrul-stiva; la Incheierea executarii codului respectiv, cadrul-stiva
asociat la apel va fi eliminat si controlul va reveni programului apelant.

Spre deosebire de limbajele obignuite—in care ,cadrele-stivd” sunt aso-
ciate Tn mod implicit gi sunt ,invizibile”—in PostScript stiva are o natura
explicita si sunt prevazute si mentinute pe parcursul executiei mai multe sti-
ve, Intre care: o stiva pentru operanzi, una pentru operatori sau proceduri
si o stiva (sau ,dictionar”) de fonturi.

Definitia de mai sus este depusa intai, termen dupa termen, pe stiva
operanzilor: /ellipse, {, ..., } si cdnd se va intalni apoi def, interpretorul
va proceda astfel: va accesa dictionarul operatorilor i va cauta aici termenul
‘ellipse’; daca acesta nu exista, atunci va crea o noua intrare de forma
»cheie — valoare”, punand drept ,cheie” numele ellipse si drept ,valoare”
secventa de instructiuni cuprinsa intre '{’ si '}

De aici incolo, cdnd va fi intalnit ulterior in programul curent, termenul
‘ellipse’ va fi interpretat ca ,pointer” la secventa de instructiuni asociata
astfel in dictionarul operatorilor (conducind la executarea acestor instructiuni);



dar aceasta nu scuteste etapa prealabila, de cautare a termenului Intalnit
in dictionarul operatorilor — cu aceasta exceptie: daca inainte de def este
intalnit bind (ca si in cazul de fatd), atunci operatorii PS predefiniti intalniti
in spate sunt Inlocuiti imediat prin ,,pointeri” la codul asociat lor ca ,valoare’
in dictionarul operatorilor (scutind in acest caz, ciutarea ulterioard in dictionar;

)

se accelereaza astfel, executia procedurii in care sunt invocati).

Daca dupa definitia de mai sus ar urma o invocare ca de exemplu 5 7
0.75 ellipse, interpretorul ar depista cheia ’ellipse’ in dictionarul ope-
ratorilor si ar incepe sa execute instructiunile care i-au fost asociate; primele
trei instructiuni, /Sb exch def etc., sunt interpretate conform mecanismu-
lui general descris mai sus, dar cu o anumita modificare (de observat ci acum
lipsesc acoladele care Incadreazd de obicei blocul de instructiuni al procedurii): se
infiinteaza in dictionarul operatorilor cate o noua cheie (’Sb’ etc.), careia i
se asociaza ca ,valoare” nu pointerul la codul operatorului predefinit exch
(ca in cazul cand s-ar fi intalnit {exch}), ci efectul executarii acestuia urma-
ta de descarcarea din stiva operanzilor determinata de operatorul final def.
Sunt modelate astfel atribuirile uzuale, Sb = 0.75, etc.

Ne putem clarifica mecanismele folosite in PostScript experimentand in
sesiuni de lucru cu Ghostscript. De exemplu, sa introducem pe stiva coor-
donatele unui punct, (5, 7) si sa imitam mecanismul de ,atribuire” tocmai
descris pentru a crea o variabild y legata la ordonata punctului (modeland
atribuirea uzuala y=7):
vb@Home:~/ keps$ gs —q
GS> 5 7 /y

GS<3> pstack % afiseazd continutul stivei, incepand din varful acesteia
/y

7

5

GS<3> exch pstack % ’exch’ schimbd intre ele primele doud valori din stivd
7

/y

5

GS<3> def pstack % ’def’ mutd in stiva operatorilor cheia y’, asociindu-i valoarea 7
5 % in stivd a rdmas doar abscisa punctului

GS<1> y = % operatorii '=" gi '==" afiseazd valoarea asociatd cheii indicate

7
GS<I> quit

In procedura ellipse redata mai sus, elipsa este descrisa pe baza opera-
torului predefinit arc; acesta are sintaxa ,z. y. r a1 ag arc” si are ca efect
vizual producerea unui arc de cerc de raza r, cu centrul (z.,y.), incepand
in sens antiorar de la af si pana la a5; pentru oy = 0 si ag = 360 se obti-
ne intregul cerc (,efectul” real este crearea unei variabile de memorie—de tipul
‘path’; sau ,contur”—continand coordonatele punctelor pe baza carora se vor trasa
curbele Bézier necesare; trasarea efectiva se declangeaza prin invocarea ulterioara
a operatorului stroke).

Dar cét de ,,mare” sa fie cercul constituit astfel? Raza r este un numar


https://en.wikipedia.org/wiki/Ghostscript

(abstract, in matematica) si n-avem decat sa-1 marim daca vrem un cerc ,,mai
mare”; dar in tipografie, cand avem de-a face cu o pagina de hartie (sau cu o
pagina de ecran), unitatea de masura devine esentiala. In PostScript pagina
de héartie este asociata cadranului intai al unui sistem de coordonate xOy cu
axa Oz peste marginea de jos a paginii si axa Oy peste marginea stanga a
acesteia; unitatea de masurda este 1bp = 7% inch (1 inch = 2.54 centimetri);
arcele sunt masurate in grade.

Sunt prevazute transformari ale sistemului de coordonate, in doua vari-
ante (aparent, distincte): putem utiliza matrici (de legatura intre coordona-
tele vechi si cele noi), avand astfel gi un procedeu simplu pentru a salva si a
restaura sistemul de coordonate curent (salvam ,matricea de transformare
curenta”); sau, putem folosi operatorii specializati translate (care muta
originea in punctul indicat), rotate (care roteste axele in jurul originii ac-
tuale, cu unghiul indicat) si scale (prin care se poate stabili o noud unitate
de masura, pe o axa, pe cealaltd, sau pe ambele axe de coordonate).

Operatorul arc produce un cerc (sau un arc de cerc) in sistemul de
coordonate initial, dar daca scalam in prealabil cu a pe orizontala si cu b pe
verticala atunci, in sistemul de coordonate rezultat va fi produsa o elipsa cu
semiaxele a si b.

In cazul nostru, a fost necesar si rotim elipsa in jurul centrului siu, cu un
anumit unghi gi a trebuit sa tinem seama de faptul ca rotate roteste axele
in jurul originii sistemului de coordonate curent (nu in jurul unui alt punct) -
ordonand transformarile necesare astfel: intdi am translatat originea initiala
in punctul ale carui coordonate le preluasem de pe stiva in xC si yC; apoi am
rotit in jurul noii origini cu unghiul arctan v/b; apoi am folosit 1 Sb scale,
lasdnd unitatea de masura pe orizontald egala cu 1 pentru ca semiaxa mare
este 1 gi pundnd-o egala cu Sb (semiaxa mica) pe verticald; in final, am
invocat 0 0 1 0 360 arc - obtinand ,cerc” cu centrul (0,0) (adicad originea
sistemului de coordonate curent) si de ,raza” 1 (dar 1 pe verticala inseamna
acum valoarea din Sb, deci rezulta nu cerc, ci elipsa).

De inca un lucru a trebuit sa mai tinem seama: cu ce grosime urmea-
z& si trasam elipsa obtinutd? Grosimea implicitd a liniei este de 1bp' si
poate fi setatd altfel prin operatorul setlinewidth; dar valoarea respectiva
se raporteaza la scalarea curentd, astfel ca in cazul nostru (cind unitatea
de masurd diferd intre cele doud axe) elipsa ar fi trasata (cand se va invoca
stroke) cu o ,penita” de grosime variabila. Pentru a evita aceasta, inainte
de a efectua transformarile aratate mai sus am salvat matricea transformdrii
curente (desemnata prin CTM) si am restaurat-o in final, dupa producerea
elipsei; procedand astfel, scalarile Intreprinse in interior sunt uitate.

Pentru a testa procedura ellipse, adaugam in figierul ’grafic.eps’ de
exemplu:

72 72 scale % noua unitate de mdsurd este de 72bp (= 1 inch = 2.54cm)

Yintr-adevir, GS> currentlinewidth pstack ne di 1.0)



2 6 2 ellipse % centrul este la 2in de marginea stangd si 6in de baza pagingi
.3 setlinewidth % grosimea ,reald” a liniei este 0.3%72=21.6bp

.4 setgray % nuanta de negru pentru trasarea liniei

stroke % traseazd conturul (pe ecran, sau pe hartie)

Transmitand figierul imprimantei—lpr grafic.eps—obtinem o pagina
continand elipsa respectiva®. Am prevazut o grosime asa de mare (21.6bp =
0.762 milimetri) pentru trasarea elipsei, in scopul de a testa cum arata elipsa
dacd n-am mai salva/restaura CTM:

In stanga imaginii avem elipsa produsi prin programul de mai sus (cu
salvare gi restaurare CTM), iar in dreapta aceeasi elipsa (deplasatd putin spre
dreapta, prin translate), produsa printr-o dublura a programului in care insa,
am eliminat cele doud linii pentru salvare/restaurare CTM. Desigur, aici am
redat imaginea cu o anumita micgorare (pe hértie, grosimea liniei pentru prima
elipsd este de 7-8 milimetri), dar se vede suficient de bine ca in cazul elipsei
din dreapta grosimea liniei este variabila (ajungdnd de doud ori mai mare pe
axa mare, decdt pe axa mici).

3 Producerea si trasarea liniilor (fisierul grafic.eps)

In §2 am descris elipsa asumand ci semiaxa mici si centrul ei sunt trans-
mise prin stiva (vrand sd experimentdm gi sd lamurim aspecte privitoare la stive,
proceduri, variabile si transformari PS). De fapt, toate elementele necesare pro-
gramului ‘grafic.eps’ planificat in §1, decurg din descrierea parametrica a
punctelor semicardioidei X (v. Anexa B):

K(t) = <X(t) = 2t(2t — 1), Y(t) = 4t/t(1 — t))  te0,1]

Semiaxa mare a lui € este a = 1, semiaxa mica este b = 4t(1 — t)
iar focarele sunt punctele K(t) si K(1 —t). Centrele elipselor € (cand ¢
variazd) apartin arcului de parabola P ale carui puncte sunt date de ecuatia
y =+/1—x, pentru z € [0, 1].

Corespunzator, In grafic.eps am avea aceste definitii initiale:

Zprecizarea ,dacs imprimanta dispune de un interpretor propriu de PS” a devenit
inutila, in zilele noastre



%IPS-Adobe-2.0 EPSF-2.0
%%BoundingBox: 50 53 887 165

% K(t) are ecuatiile: X (t) = 2t(2t — 1), Y (t) = 4t /t(1 — t), t € [0,1]
/X {2 mul dup 1 sub mul} bind def % este dat in varful stivei
/Y {dup dup 1 exch sub mul sqrt mul 4 mul} bind def

% focarele K(t) si K(1-t), semiaza micd, centrul elipsei si arcele razelor focale
JtL 0.25 def % un ¢t intre 0 gi 1 (vizdnd arcul lui K(t) din stanga azei Oy)
/tR {1 tL sub} bind def % I-t (vizand arcul lui K(t) din dreapta azei Oy)
/Sb {4 tL tR mul mul} bind def % semiaza micd a elipsei, Sb = 4t(1-t)
/x1 {tL X} def /yl {tL Y} def % coordonatele punctului K(tL)

/x2 {tR X} def /y2 {tR Y} def % coordonatele punctului K(tR)

/xC {x1 x2 add 2 div} bind def % coordonatele mijlocului C(t) al

/yC {yl y2 add 2 div} bind def % segmentului K(tL)—K(tR)

/arc2 {y2 x2 atan} bind def % arcul dintre Ox gi raza focarului K(tR)

% vom marca unele puncte, prin mici discuri
/rp {1.2 72 div} bind def % raza discului prin care marcam un punct
/punct {0.3 setgray rp 0 360 arc fill} bind def

Am ales pentru t o valoare convenabild, tL=0.25; am obtinut coordona-
tele punctelor K(tL) gi K(tR=1-tL) (aflate pe X In stdnga gi in dreapta axei
Oy), aplicand operatorii X gi Y valorilor tL si tR.

y2 x2 atan da a5 = arctg z—g, astfel c& 0 0 0.25 0 arc2 arc va pro-
duce arcul de cerc cu centrul in originea sistemului curent de coordonate, cu
raza 0.25 (fatd de unitatea de mésurd aflatd in uz in momentul trasérii ulterioare,
prin stroke), incepand in sens antiorar de la axa Oz si incheiat la af5. Arcele
produse astfel prin arc2 si arc1=180°-arc2 vor marca unghiurile cu Ox
ale razelor polare corespunzatoare focarelor lui € (unghiuri care sunt egale,
insemnind ca & este tangentd in O la Ox).

Pentru a putea marca anumite puncte, am definit procedura punct (nu
existd un operator predefinit care si ,traseze” un punct): folosind arc f£ill,
se traseazd un disc (cerc umplut cu o nuantd de gri inchis) cu raza foarte
mica (putin peste 1bp), avand centrul in punctul ale carui coordonate vor fi
preluate de pe stiva.

Procedurile introduse mai sus xC, yC si Sb ne dau, pentru €, coordonatele
centrului gi semiaxa mica - Tncat putem acum inlocui procedura ’ellipse’
din §2, cu:

% elipsa cu semiaxele a=1 si b=5b, centratd in (zC,yC), tangentd in O la Ox
/Ellipse {
/savematrix matrix currentmatrix def % salveazd CTM
xC yC translate % translateazd in centrul elipsei
Sb sqrt 1 atan rotate % roteste cu arctan y/b/a
1 Sb scale % scaleazd orizontal cu a si vertical cu b
0 010 360 arc % ,cerc” de centru (0,0), ,raza” 1 (=a pe Oz si =b pe Oy)
savematrix setmatrix % restaureazd CTM (,current transform matriz”)
} bind def



Producem semicardioida prin puncte cAt mai apropiate (unite prin seg-
mente), generand (prin repeat) N=1000 de puncte ale lui X:

% aprozimare poligonald (cu N=1000 de segmente) a semicardioidei
/Kardioid {

/N 1000 def
/dt 1 N div def % pasul dt = 0.001
/t 0 def % t va parcurge intervalul (0,1), cu pasul dt

0 0 moveto
N { /t t dt add def %t = t+dt
t X t Y lineto % segment de la K(t) la K(t+dt)
} repeat
} bind def

Generam (tot ,punct cu punct”) gi P, unind punctul curent (initializat in
varful parabolei) cu cel corespunzator prin /1 — x abscisei depuse pe stiva
la iteratia urmatoare (prin mecanismul asigurat de for), coborand abscisa cu
cate 0.01 dinspre 1 spre 0 (obtindnd o aproximare cu 100 de segmente a lui P):

% arcul de parabold y = y/a(a — x), z € [0, a] unde aici, a =1

/Parabola {
1 0 moveto % vdrful parabolei este punctul (1,0)

1 —.01 0 {
dup neg 1 add sqrt lineto
} for
} bind def

Precizam ca From Step To {Proc} for decurge cam aga: se depune pe
stiva valoarea initiald From (aici, abscisa 1) si se executa Proc; apoi valoarea
din varful stivei este ,majorata” cu Step (aici cu -0.01, rezultdnd abscisa
utilizata in urmatoarea iteratie in Proc) si daca astfel nu se ,,depéasgeste” To,
se repeta executarea secventei Proc; s.a.m.d. Pe parcurs, in varful stivei
gasim abscisa = curenta (1, apoi 0.99, 0.98, .., 0), pe care Proc o poate
folosi adaugand-o inca o data in stiva (prin dup).

Bineinteles ca putem testa grafic.eps in orice moment, addugand o
secventa in care marim convenabil unitatea de masura, translatam mai spre
centrul paginii, setam o anumita grosime de trasare si apoi invocam proce-
durile pentru &€, K si P:

% ,programul principal”: scaleazd, pozitioneazd, traseazd lingile
Jum 60 def % unitatea de masurd

um um scale
1.5 1 translate % originea figurii: 1.5um de marginea stangd, lum de jos

.01 setlinewidth 1 0 0 setrgbcolor Kardioid stroke
.005 setlinewidth 0.1 setgray Ellipse stroke
0 0 1 setrgbcolor .005 setlinewidth Parabola stroke

Obtinem prima figurd dintre cele doua redate mai jos; ne-a ramas de
adaugat focarele si centrul elipsei, segmentele aferente acestora gi cele doua
arce egale prin care sugeram ca & este tangenta axei orizontale; ca sa evitam



apelarea” separata, constituim o procedura ’other_lines’ care sa contina
toate aceste constructii:

Jother_lines {
% marcheazd indiwidual punctele K(t), K(1-t) si C(t)
x1 yl punct
x2 y2 punct
xC yC punct
% triunghiul K(tL) — K(tR) — origine (— closepath)
x1 yl moveto % K(t)
x2 y2 lineto % K(1-t)
0 0 lineto closepath
% azele Oz, Oy; uneste varful parabolei cu centrul elipsei
2.05 0 —0.35 0 moveto lineto % Oz (de la abscisa -0.3 pind la 2.05)
0 1.5 0 —0.1 moveto lineto % Oy (vertical -0.1 .. 1.5)
1 0 xC yC moveto lineto % segmentul C(t)—(1,0)
% arcele dintre razele focarelor si Oz
0 0 0.25 0 arc2 arc stroke
0 0 0.25 180 arc2 sub 180 arc stroke
} bind def

Translatand sistemul de coordonate spre dreapta (de exemplu prin 2.9
0 translate), repetand cele trei linii din programul principal prin care se
traseaza K, € si P si addugand linia O setlinewidth other_lines stroke,
obtinem si a doua figura:

/
&\

Ramaéne sa etichetam focarele, centrul elipsei si eventual, curbele respec-
tive; desigur, fontul angajat pentru etichete ar trebui sa se potriveasca (ca
tip de literd si ca marime) celui folosit in text.

Dar inainte de aceasta, sa precizam ca figura inserata mai sus este un
fisier PDF (si nu o copie-ecran—figier PNG—care arita mai riu, pe langs faptul
c& ar fi fost de citeva ori mai voluminos), obtinut intr-o maniera tipica:

vb@Home:~/keps$ gs —q —o /dev/null —sDEVICE=bbox grafic.eps
%%BoundingBox: 50 53 387 165

vb@Home:~/ keps$ ps2pdf grafic.eps # rezultd ’grafic.pdf’

vb@Home:~/ keps$ gs —sDEVICE=pdfwrite —o kepsl.pdf —f grafic.pdf \
—c 7[/CropBox [50 53 387 165] /PAGES pdfmark”

10



Am invocat gs cu bbox pentru a obtine valoarea %%BoundingBox pentru
figura creatd prin programul ’grafic.eps’ gi apoi cu pdfwrite pentru a
insera (prin mecanismul ’pdfmark’) declaratia /CropBox (corespunzitoare cu
%%BoundingBox) in figierul PDF rezultat prin ps2pdf.

3.1 Eroare, experiment si descoperire

Situatiile de ,eroare”, in pofida aparentei de ,surpriza neplacuta”, sunt in-
structive; provocand chiar, asemenea situatii si experimentand in contextul
respectiv, poti ajunge sa clarifici aspecte care de obicei sunt vizate expeditiv,
ici si colo.

Daca in procedura Kardioid din ’grafic.eps’ inlocuim ,/N 1000 def”
de exemplu, cu ,,/N 10 def”, atunci obtinem un mesaj de eroare:

vb@Home:~/ keps$ gs —q grafic.eps

Error: /rangecheck in —sqrt—
Operand stack:
2.0 1.0 —1.19209e—-07

Execution stack:

Chiar neplacut... pentru 1000 merge, dar pentru 10 nu?! Dar sa profi-
tam de faptul ca N este mic (si s& ignoram deocamdata, mesajul afigat de GS):
inseram nigte instructiuni de afisare intermediara a unor valori curente, fo-
losind operatorul > == ’ (atentie: spatiul initial si cel final sunt obligatorii!). In
cazul de fata am insera 't == ’in instructiunea repetitivi 'N {...} repeat’
(unde acum N=10):

N { /t t dt add def %t = t+dt (unde dt = 1/N = 0.1)

t = % afiseazd valoarea t curentd
t X t Y lineto % segment de la P(t) la P(t+dt)
} repeat

si dupa aceasta putem vedea cum decurg lucrurile:

vb@Home:~/keps$ gs —q grafic.eps
1

QU W N

700000048 % 0.6 + 0.1 (!)
800000072

900000095

00000012

rror: /rangecheck in —sqrt—

0.
0.
0.
0.
0.
0.6
0.
0.
0.
1.
E
Procedura esueaza imediat dupa ce t ajunge la valoarea 1.00000012,
deci la calculul coordonatelor X(t) si Y(t) ale capatului segmentului curent;
ajunge sa te uiti la definitiile initiale, pentru a vedea despre ce este vorba:
Y(t) = 4t sqrt(t(1-t)), ori pentru ultima valoare a lui t avem 1-t < 0
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— ceea ce determina semnalarea de la inceputul mesajului de eroare, pe care
acum o putem si simula direct:

vb@Home: ~/ keps$ gs —q

GS> 1 1.00000012 sub pstack sqrt

—1.1920929e¢—07 % rezultatul sciderii 1 - 1.00000012

Error: /rangecheck in —sqrt—

Operand stack:
—1.19209e—-07

Dar altceva este interesant de observat, in experimentul de mai sus: t
avea valoarea initiala O gi este incrementat la fiecare iteratie cu 0.1; insa dupa
0.6 urmeaza mai sus 0.700000048 gi nu 0.7! Propagarea acestor erori de
aproximare explicd faptul ca se depaseste limita 1, ajungandu-se in situatia
de eroare evidentiata mai sus.

Majoritatea limbajelor de programare (inclusiv PostScript) mizeaza pe o
reprezentare floating point a numerelor reale (o exceptie notabild este limbajul
TeX, creat pe cand inca nu aparuse standardul ,,floating point”: pentru a repera cat
mai fin ,punctele” unei pagini de hartie, Knuth a introdus reprezentarea numerelor
reale ca multipli intregi de 2716).

Din cauza erorilor de aproximare inerente, se recomanda ca variabila
care asigura iterarea in cadrul unei secvente repetitive sa fie de tip intreg.

Siin PostScript avem de distins intre reprezentarea (si operarea) interna
a numerelor si pe de alta parte, afisarea acestora - cum arata acest mic
experiment:
vb@Home:~/ keps$ gs —q

GS> /h 0.1 def %h =0.1
GS> /g {h 0.6 add} def %g=h+ 0.6

GS> g =
0.7 % waloarea afisatd pentru linistea noastrd...
0.700000048 % waloarea utilizatd intern
’ = 7 afigeaza daca se poate, cam cum ne-am dori; in schimb ’ == 7 (si
incd, ’ ===’ pentru anumite alte obiecte PS) produce pe ecran valoarea internd

existenta (si aceasta este cea utilizatd in calcule).

3.2 De la semicardioida la cardioida, cu pathforall

Kardioid instituie In memorie conturul poligonal al semicardioidei superi-
oare; vom arata ca prin pathforall putem obtine de aici, conturul intregii
cardioide.

Sa constituim un figier nou, ’cardioid.eps’, in care sa rescriem deocam-
data procedura Kardioid, avand grija de aceasta data sa ghidam iteratiile
prin intregi:
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%!PS
% coordonatele punctelor semicardioidet (T fiind tn varful stivei)
/X {2 mul dup 1 sub mul} bind def % X(t)=2t(2t—1)
/Y {dup dup 1 exch sub mul sqrt mul 4 mul}
bind def %Y (t)=4t\/t(1—1)
/N 1000 def
% aprozimare poligonald (cu N segmente) a semicardioidei superioare
/Kardioid {
0 0 moveto % conturul pleacd din t=0 (véirful cardioider)
1 1N {N div dup X exch Y lineto } for
} bind def

1 1 N {N div dup X exch Y lineto} for functioneaza cam aga: la
fiecare iteratie se depune pe stiva valoarea curentd a indexului, i = 1..N;
N div adauga N pe stiva, imparte i la N, elimina cei doi operanzi din stiva si
pune in loc rezultatul i/N; mai departe, dup adauga a doua oara in stiva i/N,
iar X calculeaza abscisa punctului K(i/N) si pune rezultatul in locul acestei
copii - Incdt acum stiva contine vechea valoare i/N si deasupra acesteia,
abscisa rezultata; exch interschimba intre ele aceste doua valori, incat apoi,
Y poate calcula ordonata lui K(i/N); dupa aceasta, in stiva avem abscisa si
ordonata punctului K(i/N), iar lineto va adduga conturului segmentul de
la ultimul sdu punct, la K(i/N).

,,Conturul” final este format din instructiunea ’0 0 moveto’ si N=1000
de instructiuni lineto pentru segmentele care unesc K((i-1)/N) cu K(i/N),
unde i=1..N. Putem ,vedea” conturul (adica, instructiunile constituente),
folosind operatorul pathforall; trebuie sa-i transmitem pe stiva patru
proceduri, vizand respectiv instructiunile moveto, lineto, curveto si
closepath din componenta conturului curent; in fiecare caz, sunt plasate
pe stiva coordonatele punctelor angajate in instructiune si apoi se executa
procedura transmisa pentru acel tip de instructiune.

De exemplu, daca dupa ce am constituit un contur, am invoca { = =
} {} {} {3} pathforall, atunci s-ar afigsa coordonatele din toate instruc-
tiunile moveto ale conturului respectiv (si numai acestea, fiindca celelalte trei
proceduri transmise sunt vide): pentru fiecare instructiune x y moveto exis-
tenta Tn conturul curent, pathforall va pune in stiva x y gi va executa
procedura indicata { = = }, ceea ce extrage pe rand cele doua valori din
stiva si le afiseaza una sub alta (° = ’ este suficient pentru aceasta, dar mai bine
este si folosim ' == ’ — cum am argtat la §3.1).

Afigarea ,,una sub alta” a valorilor este foarte convenabild daca intentionam
sa le preluam ulterior intr-un alt program (indiferent in ce limbaj), pentru
anumite prelucrari independente; dar putem sa le afisam si intr-un format
mai ,,convenabil”, inlocuind '{ = = }’ cu {[3 1 roll] == }: se adauga in
stiva obiectul (de tip ,array”) [...], incat acum stiva contine x y [3 1
roll]; apoi se executa instructiunea din interior 3 1 roll, prin care conti-
nutul stivei este rotit spre dreapta si este inlocuit cu un singur ,array”,
anume [x y] (pentru a cirui afigare este acum necesar > == ’). Putem verifica
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direct, In GS: de exemplu, GS> 7.2 5.6 [3 1 roll] == produce GS<1>
[7.2 5.6].

Insi pathforall poate fi utilizat si in scopuri mai interesante decét
simpla afigsare de valori — anume, pentru modificarea sau extinderea con-
turului curent. S& adaugam 1n figierul cardioid.eps o secventa prin care
prevedem o unitate de masura si o grosime de linie convenabile, mutam ori-
ginea undeva mai la mijlocul paginii si apoi, invocam procedura Kardioid,
obtindnd conturul semicardioidei superioare; invocand pathforall cu o pro-
cedura pentru instructiunile x y lineto in care schimbam semnul ordona-
telor (folosind neg), conturului curent ii vor fi adaugate noile instructiuni
x -y lineto incat in final, conturul va contine segmentele initiale ale semi-
cardioidei superioare, dar si pe cele simetrice acestora fatd de Ox. In final,
afisgdm conturul astfel ,intregit”, folosind din nou pathforall:

90 90 scale % 90bp = 72bp + 18bp = 1.25 inch (= 4.175 cm)

1.5 5 translate % originea figurii: 135bp de marginea stangd, 450bp de jos
.005 setlinewidth % 0.005 din 90bp

Kardioid % constituie conturul poligonal al semicardioidei superioare
% adaugd ,aceleasi” segmente, dar schimbind semnul ordonatelor
{moveto} {[3 1 roll neg lineto]} {} {}

pathforall % rezultd conturul intregii cardioide

% afiseazd instructiunile conturului curent (dupd ,@ntregire”)

{[3 1 roll] = } % [z y] din instructiunile 'moveto’ ale conturului
{[3 1 roll (lineto)] = } % [z y lineto]
{+ {0

pathforall

clear % curdid stiva (cum-necum, au rdmas 4 tablouri vide...)
stroke % traseazd efectiv cardioida (nu numai semicardioida!)

Pentru exemplu, s redefinim /N 4 def si sa lansam programul sub GS:

vb@Home:~/keps$ gs —q cardioid.eps
[2.53962298e—05 1.61245898e—05] % moveto
[—0.250021845 0.433032304 (lineto)]
[2.53962298e—05 0.999998689 (lineto)]
[0.750012338 1.29901314 (lineto)]
[1.99999058 1.61245898e—05 (lineto)]
[2.53962298e—05 1.61245898e—05] % moveto
[—0.250021845 —0.433051646 (lineto)]
[2.53962298e—05 —1.000018 (lineto)]
[0.750012338 —1.29903245 (lineto)]
[1.99999058 —3.54741e—05 (lineto)]
GS>

Se vede ca au rezultat nu numai cele 4 segmente care ,aproximeaza” semi-
cardioida superioara, dar si simetricele acestora fatda de Ox; de observat insa,
ca neg nu a schimbat pur gi simplu semnele, ci a gi evaluat cumva, rezultand
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obignuitele ,erori de aproximare” (astfel, 0.433032304 a ajuns -0.433051646
ceea ce difers de valoarea corectd -0.433032304, cu vreo doui sutimi de miime). In
orice caz, pentru N=4 si respectiv N=1000 obtinem (micgorand insi unitatea
de masura, la 30bp) imaginile urmatoare:

Subliniem ca trasarea conturului pentru N=1000 necesita executia a 2002
instructiuni (doud moveto si 1000 + 1000 instructiuni lineto); vom arata acusi
ca putem trasa cardioida (si alte curbe) cam cu aceeasi acuratete (totusi..
aratdnd mai bine!), dar cu un contur contindnd mult mai putine instructiuni
(anume, instructiuni curveto). Am avansa ideea cam aga: daca in loc de
cele 4 segmente din prima figura am considera nigte arce curbate cumva ,,din
ochi”, sau din ecuatiile curbei initiale, atunci conturul constituit de acestea
ar fi oricum ,,mai bun”, decat cel poligonal initial.

3.3 De la semicardioida la cardioida, simetrizand fata de axa

Mai sus am urmat o idee exoticd: am extins prin pathforall conturul
semicardioidei superioare, obtindnd conturul intregii cardioide (pentru fiecare
instructiune x y lineto existentd, am adidugat conturului initial gi x -y lineto);
dar astfel, am putut evidentia ce este de fapt, un ,contur”.
Sa revenim la calea fireascd: ,intregim” cardioida simetrizand fata de axa
Oz conturul semicardioidei (in loc s&-1 extindem, cum am f&cut anterior).

Intai avem de subliniat c& nu merge o schema de lucru in care conturul
sa fie instantiat o singura data:
Kardioid % adaugd conturului curent si semicardioida superioard K
gsave stroke grestore % traseazd conturul curent (K se pdstreazad)
gsave

1 —1 scale % inverseazd sensul pe axa Oy (vrand semicardioida inferioard)

stroke % traseazd conturul curent; K nu este inversat!
grestore

stroke traseaza conturul curent gi trebuie sa se t{ina seama de situatia
obignuita, cand acesta contine gi alte contururi, nu numai pe acela caruia, in
prealabil, ai vrea sa-i aplici o anumita transformare. Decurge firesc aceasta
regula: dupa ce se indica transformarea, trebuie precizat cumva gi conturul
caruia 1i va fi aplicata aceasta; perechea de operatori gsave gi grestore
deservesc si ei, acest principiu de lucru (permitdnd comutarea temporard intr-
un context grafic nou).

Tinand seama de regula mentionata, programul din §3.2 se rescrie astfel:
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%IPS

% coordonatele punctelor semicardioidei K(t) (t fiind in vdrful stivei)
/X {2 mul dup 1 sub mul} bind def

/Y {dup dup 1 exch sub mul sqrt mul 4 mul} bind def

/N 1000 def % /N 4 def
% aprozimare poligonald (cu N segmente) a semicardioidei superioare
/Kardioid {
0 0 moveto % conturul pleacd din K(0) (varful cardioides)
1 1N {N div dup X exch Y lineto } for
} bind def

90 90 scale % 90bp = 72bp + 18bp = 1.25 inch (= 4.175 cm)
1.5 5 translate % originea: 135bp de marginea stangd, 450bp de jos
.005 setlinewidth % 0.005 din 90bp

gsave

Kardioid % instantazd (si traseazd) conturul semicardioides
stroke
grestore

gsave
1 —1 scale % (z,y) —> (z,-y) (simetrie fatd de aza Oz curentd)
Kardioid % instantiazd (pentru noul zOy), conturul semicardioidei
1 0 0 setrgbcolor stroke

grestore

Iterand programul pentru N=4 (caz in care este ugor de vizut continutul
conturului tnainte gi dupd simetrizare, cu pathforall) si N=1000 obtinem:

N=4 N = 1000

Acum, fiindca am folosit un acelasi contur de doua ori, putem si distinge
(aici, prin culoare) intre cele doua semicardioide (spre deosebire de §3.2, unde
intai am ,,intregit” conturul gi apoi l-am plotat ca atare, ceea ce exclude posibilitatea
marcdrii separate a partilor). Sa observam insa ca de executat sunt tot 2N+2
instructiuni: cate una moveto si cAte N lineto pentru fiecare dintre cele
doua instante ale conturului.

4 Etichetarea directa, folosind un font obignuit

Pentru a eticheta anumite elemente ale graficului poate fi suficient sa anga-
jadm un font obignuit; adaugam in 'grafic.eps’, de exemplu:

/Helvetica findfont 0.18 scalefont setfont
(F) x2 y2 0.04 add moveto show % eticheta 'F’ pentru punctul K(tR)
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(F’) x1 0.16 sub yl 0.06 sub moveto show % dar ,prim” va fi ca o virguld
(C) xC 0.06 sub yC 0.06 add moveto show

Am marit putin ordonata (cu 0.04 din unitatea de misurd curenti, previzut
in ,programul principal” din grafic.eps), am mutat aici ,,punctul curent” si
apoi show a afisat caracterul ramas in varful stivei, (F); am procedat analog,
pentru celelalte etichete. Obtinem astfel prima dintre cele doua figuri din
fisierul PDF vizualizat mai jos.

Ar fi de facut nigte precizari: am indicat numele fontului, ’/Helvetica’
(prefixat cu '/’, incat si nu fie considerat ca invocare de operator); findfont
cauta In dictionarul de fonturi cheia indicata si depune pe stiva dictionarul
asociat ei; acesta contine intre altele cAte un operator pentru fiecare caracter
(denumit ca si caracterul, ’A’, 'B’; etc.); acest operator ,deseneaza” caracterul
respectiv, folosind ca de obicei cdnd este de trasat un grafic moveto, lineto
si curveto; este asumat sistemul de coordonate curent si fiindca unitatea de
masura setata in grafic.eps era ,mare” (1 = 60bp), am folosit scalefont
- obtinand caractere cu o dimensiune ,normala”, 0.18x60bp ~ 11bp. Dictio-
narul astfel setat in stiva operanzilor este apoi transferat prin setfont in
varful stivei dictionarelor de fonturi, devenind astfel ,fontul curent” pentru
viitoarele instructiuni ,,(text) show”.

Pe de alta parte, ar fi de dorit ca etichetele sa nu fie nigte simple repere,
ci sa fie astfel formulate incat sa reflecte cat mai bine contextul matematic al
figurii; de exemplu, notand Ky si Kq_¢ in loc de F’ si F — s-ar evidentia faptul
ca focarele sunt puncte ale semicardioidei X, deduse dintr-o parametrizare
a acesteia cu valori t simetrice fata de mijlocul 0.5 al intervalului [0, 1].

Pentru acest caz, cand ar trebui doar sa adaugam niste indici, este inca
usor sa folosim un font obignuit (rezultand figura din dreapta):
/Courier—Bold findfont 0.18 scalefont setfont
(K) x2 y2 0.04 add moveto show
0 —0.04 rmoveto % coboard putin punctul curent, pentru a adduga indicele t
gsave
.75 .75 scale % mdrimea indicelui va fi 3/4 din mdrimea curentd de caracter
(1—t) show
grestore
(K) x1 0.2 sub yl 0.06 sub moveto show

17



0.02 —0.04 rmoveto

gsave

.75 .75 scale

(t) show

grestore

(C) xC 0.06 sub yC 0.06 add moveto show

Desigur, am ambalat modificarea marimii curente de caracter (rezultata
aici prin scalarea sistemului de coordonate) si afigsarea indicelui respectiv, Intre
gsave gi grestore (care salveazi si restaureaza contextul grafic curent, incat
modificérile din interior sunt ,ascunse” fatd de exterior).

Insi dacd avem nevoie si de alte tipuri de liters, sau de expresii mate-
matice mai complicate, atunci In loc sa ne jucam ca mai sus cu un ,font
obignuit”, mai bine cautam o metoda generala, pe care sa o putem aplica
Intr-un mod standard pentru oricare figura si pentru oricare necesitati de
etichetare...

5 Incapsularea in figura a notatiilor matematice

Bineinteles ca exista o asemenea ,metoda generald”, pentru a integra in
documente notatia matematica, In toata complexitatea specifica acesteia si
cu asigurarea unei foarte bune calitati tipografice: sistemul de tipografie
digitala TEX, folosit curent in mediile stiintifice (sistem creat prin 1970-80,
de catre D. KNUTH).

Dar vrand sa obtinem o figura ,jindependenta”, trebuie sa combinam
cumva figierul nostru ‘grafic.eps’ (fara liniile experimentate in §4) cu etiche-
tele matematice pe care le-am obtine folosind direct TeX.

Vom proceda cam aga: creem un document ,,.tex” minimal, contindnd ex-
primarea TeX a etichetei dorite; compilam cu latex acest figier, obtinind
figierul corespunzator in formatul DVI; de aici, cu programul dvips, ajun-
gem la formatul ,,.eps” al etichetei respective, figier pe care il vom putea
»,combina” apoi cu 'grafic.eps’.

Bineinteles, vom cauta sa automatizam aceasta succesiune de operatii, avand
in vedere si faptul ca sunt de montat mai multe etichete.

Instituim un gablon minimal de figier LaTeX, 'mathLabels.tex’, in care
sa putem scrie expresia TeX a unei etichete:

\documentclass{article }

\usepackage{xcolor} % in eventualitatea cd vrem sd coloram o etichetd
\usepackage [ mathscr]{euscript} % majuscule caligrafice (existente si in tewt)

\pagestyle{empty}
\begin{document}
$ $ % aici se va scrie eticheta (intre caracterele ,dolar”)
\end{document}

Nu este mai convenabil, sa scriem In acest figier toate formulele: ar
fi complicat de identificat zona din pagina asociata fiecareia (si de stabilit
dimensiunile acesteia) in cadrul figierului ,,.eps” final.
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Constituim un figier-text 'labels.txt’, contindnd etichetele noastre in
notatia matematica TeX (fiecare pe cate o linie), dar fara delimitatori ’$’:
K t
K {1-t}
C t
\\color{red}\\mathscr{K}
\\mathscr{E}
\\color{blue}\\mathscr{P}

Am avut grija s dublam caracterul ’backslash’ (folosit de TeX pentru a de-
semna o comandd), fiindca acest caracter are de obicei semnificatie speciala—
care se evita prefixand cu '\’—in diverse limbaje pe care le-am putea folosi
mai departe.

Formulam acum un program Bash, 'buildEPS.sh’, prin care se preia
cate o linie de text din figsierul labels.txt, se scrie textul respectiv in figie-
rul mathLabels.tex in locul rezervat etichetei (am ales s& folosim sed, pentru
aceasta), apoi se lanseaza compilatorul latex si se transmite rezultatul obti-
nut astfel, programului dvips:

#1/bin/bash

labels=(‘cat labels.txt ‘)
i=1

for 1b in ”${labels [@Q]}"”
do

sed —i "s/\$.x\$/\$%1b\$/g” mathLabels. tex

latex mathLabels. tex

dvips —E mathLabels.dvi —o Label$i.eps

((i++))
done

Putem folosi awk (de pe linia de comandd) pentru a extrage si a afisa coor-

donatele colturilor boxei care contine desenul etichetei, din cadrul declaratiei
"%%BoundingBox’ existente in figierele ,Label™*.eps” rezultate prin executia
scriptului Bash de mai sus:
awk ’/%%BoundingBox:/ {print $2,$3,%$4,$5 ,FILENAME}’ Labelx.eps
148 655 162 665 Labell.eps # produce eticheta K,
148 654 172 665 Label2.eps #Ki_:
148 655 161 665 Label3.eps #C:
148 656 158 665 Labeld.eps #XK

148 656 156 665 Labelb5.eps #¢&
148 656 156 665 Label6.eps #P

Aceste coordonate ne sunt necesare pentru a stabili ce translatie avem
de facut pentru a pozitiona eticheta respectiva in locul cuvenit in cadrul pa-
ginii produse de grafic.eps; de exemplu, -148 -655 translate va aduce
prima eticheta In coltul stanga-jos al paginii care contine graficul produs de
grafic.eps si ramane de calculat (sau de estimat prin incercéri) ce translatie
mai trebuie facuta, incat s-o aducem langa focarul Kj.

In 'grafic.eps’ am infiintat deja operatori (x1, y1, etc.) care ne dau coor-
donatele punctelor pe care vrem acum sa le etichetam si de aceea este firesc
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s Incercam sa Incorporam figierele ,Labelx.eps” chiar in ’grafic.eps’ (in
loc de a Incorpora toate cele sapte figiere EPS intr-un figier nou ,,pack.eps”,
cum ne propusesem initial in §1).

Sunt de intdmpinat doud probleme: cum obtinem in ’grafic.eps’ co-
ordonatele colturilor etichetelor (evitind sa operam direct cu valorile 148, 655,
etc.); cum modelam calculele necesare aducerii etichetelor in locurile cuveni-
te din figura, avand in vedere ca sistemul de coordonate in care este produsa
figura difera de cel In care sunt produse etichetele.

5.1 Citirea valorilor %%BoundingBox

Fiind create automat (la fel), figierele Label*.eps au acelagi ,preambul” si
contin %%BoundingBox pe a cincea linie:

%!PS-Adobe-2.0 EPSF-2.0

%% Creator: dvips(k) 5.997 Copyright 2017 Radical Eye Software

%% Title: mathLabels.dvi

%% CreationDate: Tue Jul 2 05:27:39 2019
%%BoundingBoz: 148 655 162 665

Péana la Inregistrarea colturilor etichetei apar in total 166 de caractere;
folosim operatorul file pentru a deschide in vederea citirii figsierul respectiv,
folosim setfileposition pentru a pozitiona citirea de la al 166-lea caracter
si ,citim” de aici 15 caractere (cate 3 cifre de colt si 3 spatii intermediare); apoi
folosim ( ) search pentru a depune pe stiva, pe rand, fiecare grup de cate
3 cifre consecutive, transformandu-1 imediat in numar intreg prin token:
/readBB { % numele fisierului este preluat din stivd

/flb exch (r) file def

flb 166 setfileposition

flb 15 string readstring pop

flb closefile % pstack % (sirul de 15 caractere citit)

3 { () search pop % parcurge paind la primul spatiu $i tncarcd pe stivd
token pop % converteste sirul de cifre in numdr intreg
3 1 roll pop pop exch } repeat

token pop exch pop % pstack % (avem pe stivd cele 4 coordonate)
} bind def

Am folosit pop (de cateva ori), pentru a elimina din stiva informatiile
de care suntem siguri ca nu avem nevoie; de exemplu, readstring si token
adauga 1n stiva true sau false, semnaland ca operatia a reusit sau nu, iar
search adauga in stiva si partea din sir ramasa dupa subsirul cautat (si
am folosit 3 1 roll pentru a aduce in varful stivei subsirul de 3 cifre respectiv,
eliminind apoi celelalte subgiruri produse de search).

Aplicam procedura 'readBB’ fiecaruia dintre figierele ,Label*.eps”, fo-
losind forall:
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[(Label6.eps) (Label5.eps) (Labeld.eps)
(Label3.eps) (Label2.eps) (Labell.eps)] {
readBB
4 array astore % tablou (“array”) contindnd cele 4 coordonate
} forall % pstack % (cele 6 tablouri de coordonate)

Prin astore, cele 4 valori rezultate in stiva (la fiecare iteratie) sunt coma-
sate intr-un tablou (incit vom putea accesa mai comod, colturile respective). De
observat cd am transmis numele figierelor ,,in ordine inversa”, incepand cu
‘Label6.eps’; astfel, cele 6 tablouri de coordonate vor fi agezate in stiva in
ordinea firesca in care urmeaza sa le prelucram, incepand (in varful stivei)
cu cel corespunzator lui 'Labell.eps’

Desigur, includem aceste secvente de program in figierul 'grafic.eps’
(undeva inainte de ,programul principal”); putem constata rezultatul (decomen-
tdnd pstack de dupa forall, pentru a afiga continutul final al stivei):

vb@Home:~/ keps$ gs —q grafic.eps
[148 655 162 665] % colturile etichetei din Labell.eps
[148 654 172 665]
(148 655 161 665]
[148 656 158 665]
[148 656 156 665]
[ ]

148 656 156 665] % colturile etichetei din Label6.eps)

Aceste coordonate ne vor servi pentru a calcula dimensiunile boxelor (in
vederea repozitionarii etichetelor); de exemplu, obtinem latimea boxei extra-
gand cu get abscisele colturilor de la baza si scazandu-le, cum descriem 1n
acest mic experiment:

vb@Home:~/ keps$ gs —q

GS> [148 655 162 665] % Lz Ly Uz Uy (colfurile bozei)
GS<1> dup pstack

[148 655 162 665]

[148 655 162 665]

GS<2> 2 get pstack % abscisa colfului dreapta-jos (Uz)
162 % tabloul din vdrful stivei este inlocuit cu valoarea exrtrasd
[148 655 162 665]

GS<2> exch pstack % aduce tabloul iardsi in varful stivei
[148 655 162 665]

162

GS<2> 0 get sub = % extrage Lz (=148), face scdderea si afiseazd rezultatul
14 % Uz - Lz = 14 = ldtimea bozei

GS> quit

Putem reformula mai simplu, instituind o variabilda de memorie care sa
preia tabloul din varful stivei:

vb@Home:~/ keps$ gs —q
GS> [148 655 162 665]
GS<1> /BB exch def % variabila ‘BB’ preia valoarea (tablou) din varful stivei
GS> BB 2 get BB 0 get sub = % obtine latimea bozei (14)
Este de subliniat ca fiecare noua invocare a variabilei denumite mai sus
'BB’ va produce ca valoare tabloul aflat la momentul respectiv in varful stivei
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(si nu un acelagi tablou), incat odata definita, vom putea folosi o asemenea
variabila pentru toate etichetele noastre.

5.2 Pozitionarea etichetelor pe figura

Mai sus am citit din figierele ,Label*.eps” si dupa ce am extras ce ne
trebuie, le-am inchis (folosind closefile); dar ceea ce avem de facut de
fapt este sa incapsulam programele EPS respective in 'grafic.eps’
Pentru aceasta, in principiu, trebuie sa folosim operatorul run; de exemplu,
(Labell.eps) run incorporeaza si executa instructiunile din ‘Labell.eps’,
,redesenand” eticheta respectiva.
Numai ca executarea instructiunilor ,straine” incorporate astfel—daca este
permisa—decurge de regula dupa ce pagina curentd este stearsa (ejectata) si
sistemul grafic este reinitializat (incit ,redesenarea” se face intr-o pagind noud,
cu parametrii grafici previzuti de programul incorporat).

Pentru a incorpora etichetele chiar in pagina produsa de ‘grafic.eps’
(evitdnd ejectarea acesteia), minimul necesar consta in anularea efectului in-
structiunii showpage, redeclarand-o (din timp!) ca procedura ,vida”:

/showpage {} def % ar fi descdrcat pagina curentd, reinitializind contextul grafic

Sa infiintdm intdi procedurile care decurg din §5.1 pentru a prelua din
stiva tabloul %%BoundingBox si a determina dimensiunile corespunzatoare:
/BB exch def % preia din stivd tabloul colturilor etichetei curente

/wb {BB 2 get BB 0 get sub} bind def % width (ldtimea etichetei)
/hb {BB 3 get BB 1 get sub} bind def % height (indltimea etichetei)

In 'Label*.eps’ era implicat sistemul de coordonate standard, originea
fiind in coltul stanga-jos, iar unitatea de masurd 1 = 1bp = 1/72inch; in
‘grafic.eps’ originea fusese fixata la 1.5um de marginea stanga si lum de
baza paginii, unde alesesem lum = 60bp.

Avem de ales intre aceste doud posibilitati de lucru:

1. Intai ,importdm” etichetele si le pozitiondm; apoi abia, executiam ,,pro-
gramul principal” (incepdnd cu scalarea si translatarea sistemului de
coordonate) din ’'grafic.eps’; pentru pozitionare vom avea nevoie
doar de valoarea lum.

2. Intai executdm ,programul principal” (incepand cu scalarea si transla-
tarea sistemului de coordonate) din 'grafic.eps’ si dupa aceea, ,im-
portam” si pozitionam etichetele.

S& observam ca pentru a doua varianta, calculele de pozitionare re-
vin la cele din prima varianta daca (dupd ce executdm ,programul principal”
din ‘grafic.eps’) reconstituim sistemul de coordonate standard, facand o
Ltranslatie inversa” gi o ,scalare inversa” prin instructiunile suplimenta-
re -1.5 -1 translate si 1 um div dup scale. Desigur, ne putem scuti
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de o asemenea ,reconstituire” ad-hoc, ambaldnd ,,programul principal” din
‘grafic.eps’ intre gsave si grestore:
/showpage {} def % evild ejectarea paginii curente
Jum 72 def % fizam ca ,unitate de mdasurd” 1 = 72bp = 1 inch
gsave % ,programul principal” (produce figura geometricd)
um um scale % coordonatele vor fi amplificate cu lum
1.5 1 translate % 1.5um spre dreapta, lum in susul paginii
.01 setlinewidth 1 0 0 setrgbcolor Kardioid stroke %X
.005 setlinewidth 0.1 setgray Ellipse stroke Z% elipsa &
0 0 1 setrgbcolor .005 setlinewidth Parabola stroke %?
0 setlinewidth other_lines stroke % celelalte linii si arce
grestore % restaureazd contextul grafic initial

Este importanta, alegerea unitatii de masura pentru constructia figurii;

cu 60bp cat alesesem initial (in §3), etichetele care vor completa acum figura
se dovedesc a fi prea mari; alegdnd ca unitate linch, vom avea o ,potrivire’
mai buna Intre marimea de caracter a etichetelor si marimea figurii.
Am jascuns” fata de restul programului, scalarea gi translatarea coordona-
telor din blocul referit prin ,,programul principal” (introducidndu-1 intre gsave
si grestore), dar acum apare o situatie aproape ironica: pentru pozitionarea
etichetelor pe figura trebuie sa stim translatia folosita la constructia figurii
(adicd tocmai ceea ce—chipurile—, ascunsesem”).

Eticheta K; (ca sd ne referim la un exemplu concret) trebuie ,adusa’
din pozitia indicata in %%BoundingBox-ul corespunzator ei (obtinut de pe sti-
va in variabila BB infiintata mai sus), Intr-o pozitie din pagina figurii care sa
corespunda punctului de coordonate (x1, y1) — unde x1 si y1 invoca pro-
cedurile Infiintate in §3 pentru determinarea abscisei gi ordonatei punctului
semicardioidei corespunzator unei anumite valori a parametrului din ecua-
tiile acesteia. Dar coordonatele rezultate sunt ,numere abstracte”; pozitia
din pagina corespunzatoare acestora se obtine scaland coordonatele cu lum
si translatand cu 1.5um pe orizontala si cu lum pe verticala.

Sa desemnam prin [Lx Ly Ux Uy] valorile obtinute in variabila BB; cal-
culul de pozitionare a etichetei trebuie sd decurga astfel: translatam eti-
cheta spre stinga cu (Lx, Ly) (instructiunea ar fi: -Lx -Ly translate);
efectuam apoi o a doua translatie, cu ((z1 + 1.5)um, (yl + 1)um). Astfel,
coltul stanga-jos al etichetei ajunge acum in pozitia din pagina corespun-
zatoare coordonatelor ,abstracte” (x1, yl); raméane de ficut o anumita
corectie, tinand seama de latimea si Inaltimea etichetei respective (incat in
final, eticheta sa fie agezata cumva ldngd punct):

)

)

% calculul translatiei etichetei, pe orizontald si pe verticald

/Tx {1.5 add um mul BB 0 get sub} bind def
% (x + 1.5)*um - Lz (z fiind preluat din stivd)

/Ty {1 add um mul BB 1 get sub } bind def
% (y + 1)*um - Ly (y din stivd)

% incapsuleazd $i pozitioneazd etichetele
gsave x1 Tx wb sub % corectie orizontald (-wb) pentru eticheta K
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yl Ty hb 0.75 mul sub % corectie verticald cu -hb*0.75
translate (Labell.eps) run grestore
gsave x2 Tx wb 10 div sub % corectie cu -0.1wb si +0.1hb
y2 Ty hb 10 div add
translate (Label2.eps) run grestore
gsave xC Tx wb 2 div sub
yC Ty hb 4 div add
translate (Label3.eps) run grestore
gsave 1.8 Tx .5 sqrt Ty translate
(Labeld.eps) run grestore
gsave 1.06 Tx .4 sqrt Ty translate
(Label5.eps) run grestore
gsave 0.68 Tx .3 sqrt Ty translate
(Label6.eps) run grestore

Pentru etichetarea curbelor am ales (prin calcule simple si incercari) absci-
sele 1.8, etc. si ordonatele 1/0.5 etc., aplicAndu-le Tx si Ty pentru a obtine
pozitia din pagina corespunzatoare lor (si nu am avut nevoie de ,corectii”).

In final ins# (dupi atata muncit), am putea fi si dezamigiti: evince (sau
poate si vreun alt ,Document Viewer”) nu mai reuseste sa interpreteze figie-
rul grafic.eps rezultat mai sus; iar invocand direct Ghostscript (prin gs
grafic.eps) am avut (intr-un anumit moment intermediar) surpriza de a obti-
ne o pagina care contine numai figura produsa de ”grafic.eps” (nu si eti-
chetele incapsulate)...

Pe undeva este normal sa fie aga: este periculos sa permiti includerea intr-un
figsier a altor figiere care contin instructiuni executabile (,,straine”).

Totugi, GS permite si evitarea unor restrictii privitoare la fisiere gi fonturi,
prin optiunea -dNOSAFER, incat prin comanda gs -dNOSAFER grafic.eps
obtinem vizualizarea pe ecran a figurii complete (incluzand i etichetele).

Desigur, nu vom putea folosi ’grafic.eps’ decit avdnd aldturi si figiere-
le Label*.eps; putem evita acest inconvenient (rezultdnd si alte avantaje)
sintetiziand fisierele respective Intr-un document PDF":

vb@Home:~/ keps$ ps2pdf —ANOSAFER grafic.eps grafic.pdf

Pentru a converti din EPS in PDF, ps2pdf angajeaza de fapt interpre-
torul GS, incat putem beneficia ca si mai sus, de optiunea ~dNOSAFER.

Fisierul obtinut grafic.pdf masoara numai 14.9kB (in timp ce figierele

R

,Label*.eps” obtinute prin dvips—cind am executat scriptul ‘buildEPS.sh’—
totalizeazd aproape 200kB); vizualizdnd de exemplu prin evince, obtinem o
pagina care contine figura noastra (cu tot cu etichete) In partea din stanga-jos
a ei. Dar aceasta nu este chiar ce ne-am dorit: in grafic.eps (v. §3) stabili-
sem In declaratia %%BoundingBox limitele boxei care contine figura noastra -
iar acum vedem ca acestea nu au fost in final, respectate; vizualizind cumva,
ca text, figsierul grafic.pdf - gasim ca pagina respectiva a fost setata cu

/MediaBox [0 O 595 842] (ceea ce corespunde formatului de paging ,,A4”).
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Cum am aratat deja in §3, putem folosi gs cu —sDEVICE=bbox pentru a
gasi %%BoundingBox (trebuie recalculat, filnded acum avem altd unitate de mé-
surd decit aveam in §3) si apoi cu pdfwrite pentru a insera (prin mecanismul
'pdfmark’) declaratia /CropBox corespunzatoare cu %}%BoundingBox, in figie-
rul 'grafic.pdf’ rezultat mai sus; obtinem astfel, figura din §1 (mai putin
eticheta 'O’ pe care am adiugat-o ulterior).

Desigur, scopul pentru care faci o figura sau alta, nu este (in general)
acela de a o arata pur si simplu pe ecran, sau a o tipari pe hartie — ci
de a o integra Intr-un anumit text referitor de exemplu, la contextul mate-
matic asociat figurii. Figura obtinuta mai sus poate fi salvata de exemplu
in images/keps3.pdf si va putea fi inclusa intr-un fisier LaTeX existent
prin comanda \includegraphics{images/keps3.pdf} (previzand in pream-
bul \usepackage{graphicx}; avind /CropBox, compilatorul de LaTeX va putea
s constituie boxa necesard figurii, in cadrul boxei pe care o asociazi paginii).

6 Arcele de parabola sunt curbe Bézier patratice

In procedura Parabola din §3, am generat ,punct cu punct” arcul de pa-
rabold P dat de y = /1 —x, x € [0,1]: se unea punctul curent (initializat
in varful parabolei) cu cel corespunzator abscisei depuse pe stiva la iteratia
urmatoare (prin mecanismul lui for), coborand abscisa cu cate 0.01 (in §3.1
am aritat Tnsd cd iterarea cu pasi fractionari ar trebui evitatd); in final avem
o aproximare cu 100 de segmente a lui P — in fond, un set de 100 de in-
structiuni lineto care prin operatorul stroke vor produce pixeli vecini sau
puncte suficient de apropiate, formand (pe ecran, sau pe hartie) o imagine
grafica acceptabila a lui P.

Vom arata mai incolo ca putem obtine o imagine la fel de buna a lui P (si
de fapt, a oricarui arc de parabola), folosind o singura instructiune curveto
(in loc de 100 lineto); dar pentru aceasta trebuie gasite in prealabil, anu-
mite ,,puncte de control”.

Sa notam cu P si @ capetele arcului P (in cazul nostru P(0, 1) si Q(1,0));
urmeaza sa determinam ,,punctele de control”.

Fie H intersectia tangentelor in P si @, la P. Justificarea alegerii in
acest fel a unui prim punct de control decurge dintr-o metoda generala de
constructie punctuald a unei conice (v. Steiner’s generation of a conic),
care In cazul nostru revine la aceastd proprietate: dacd punctele U si V
impart segmentele orientate PH gi HQ #ntr-un acelagi raport t € [0,1],
atunci punctul care imparte UV in raportul t descrie (cind t variazd de la 0
la 1) un arc de parabold, care este tangent dreptelor PH si QH.

Pentru demonstratie, sa consideram afixele punctelor, folosind litere omo-
nime. Punctul care imparte UV in raportul ¢ este z(t) = (1 — t)U + tV; dar
- fiinde&d U imparte PH in raportul ¢ - avem u = (1 — ¢)P + tH; analog,
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v=(1—-1t)H+tQ. Rezulta:
2(t) = (1 —t)*P +2t(1 — t)H + £2Q, t € [0,1]

Deci (fiind date de o functie de gradul doi in ¢) punctele z() se afla pe o parabola
care trece prin z(0) = P si 2(1) = Q.
Avem 2/(t) = —2(1—t)P+2(1—2t)H+2tQ; rezulta ca 2'(0) = 2(H—P) (adica
tangenta in z(0) are aceeasi directie ca vectorul PH) si /(1) = 2(Q — H);
deci dreptele PH si H(@) sunt tangente parabolei, In P si respectiv in Q).

Arcul de parabola z(t) rezultat mai sus este curba Bézier patraticd defini-
ta de capetele P, @ si de punctul de control H; daca am avea o instructiune
(similara cu lineto) care sa furnizeze aceasta curba Bézier (primind ca ar-
gument capetele si punctul de control), atunci am putea trasa P folosind
numai aceasta instructiune. Insi pentru a viza si alte curbe (nu numai pa-
rabola), PostScript prevede implicit folosirea curbelor Bézier cubice, care
necesita cate doud puncte de control; vom vedea mai jos ca pentru cazul
unui arc de parabola, acestea pot fi determinate plecind de la punctul H
definit mai sus.

Sa verificim Intr-un caz concret, ca patratica Bézier definita de capetele
unui arc de parabola si de intersectia tangentelor acestuia in capete coincide
cu arcul respectiv.

Pentru cazul nostru P : y? = 1—x, = € [0, 1] si prin derivare avem 2yy’ = —1;
deciy/(0) = _Tl(o) = —%, incat ecuatia tangentei in P(0, 1) este y—1 = —%x;

tangenta in Q(1,0) este x = 1. Rezulta prin intersectie H (1, %) si curba
Bézier patratica asociatd mai sus este z(t) = (1 —¢)%i+2t(1 —t)(14 34) + 2,
adica separand partile (reald si imaginara): z(t) = 2t(1 —t) + 12 = (2 — t)
siy(t) = (1 —t)2+t(1 —t) =1 —t; elimindnd parametrul ¢ rezultd exact
ecuatia initiald, y? =1 — z.

7 Arcele de parabola, prin cubice Bézier

Am vazut mai sus ci ecuatia arcului de parabola de capete P si ), dat fiind
punctul (,de control”) H in care se intersecteaza tangentele in capete este
(in planul complex) z(¢) = (1 — ¢)?P 4+ 2(1 — t)tH + t2Q, t € [0,1]. Avem de
gasit doua puncte F' si G cu aceeasi proprietate ca H - adica F'P gi GQ sa
fie tangente parabolei; deci F' si G trebuie cdutate pe dreptele HP si HQ.

Pe de alta parte, vrem un polinom de gradul trei care sa ,reprezinte”
cumva, arcul de parabola z(t); cubica respectiva ar trece prin capetele P si
Q (pentru t = 0 si t = 1) dac# polinomul ar contine monoamele (1 —¢)3P si
t3Q, iar celelalte dous monoame ar contine #(1 — t) (incat ele si nu afecteze
valorile in capetele ¢ € {0,1}). Observand ca (1 —t) +t = 1, putem satisface
aceste cerinte Inmultind z(¢) cu (1 — t) si respectiv cu ¢t gi adunand apoi
rezultatele; rezulta astfel aceasta rescriere:

2(t) = (1 —t)*P+ (1 —t)*t(2H +P) + (1 — )t*(2H + Q) + £*Q
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P moveto F G @) curveto

Punctele de control cautate F' si G ar fi reprezentate de cei doi coeficienti
din mijloc, dar nu direct - fiindca (de exemplu, pentru primul coeficient)
punctul de afix 2H + P este exterior dreptei HP (originea planului fiind
fixata arbitrar). Pentru ca F' sa se afle ,Ja momentul” ¢ pe segmentul orientat
PH siin acelasi timp, si se afle pe raza polard a punctului 2H 4 P trebuie
indeplinitd pentru un anumit factor A, conditia: (1 — ¢)P +tH = A(2H + P)
din care deducem 2\ =t gi A = 1 — t, care adunate, ne dau \ = % Prin
urmare F' = £(2H + P); pentru celilalt coeficient este suficient sa schimbam
P cu Q (dar putem i repeta analog, calculul) gi avem G = %(2H + Q).

Pentru a evita factorul %, putem amplifica monoamele din mijloc cu 3,
obtindnd o expresie mai obisnuita a cubicei Bézier:

2) =1 —=t)3P+301 - t)HF+3(1-)’G+t3Q, t €0,1]

asociate capetelor unui arc de curba date de coeficientii extremi gi punctelor
de control date de coeficientii din mijloc.

8 Instructiunea curveto

Cubicele Bézier sunt modelate in PostScript prin operatorul curveto: acesta
presupune ca punctul curent (stabilit de exemplu printr-o instructiune moveto)
este capatul de start al arcului si cere de pe stiva coordonatele punctelor de
control si pe cele ale capatului final. De exemplu, pentru arcul de parabola P
avem din §6 P(0,1), Q(1,0) si H(1,0.5) iar dupa §7 gasim F = %(2H +P) =
(3,2) si G = (1,3); deci pentru a obtine P sunt suficiente aceste doud
instructiuni: 0 1 moveto (care stabileste P ca punct curent) si apoi 0.66
0.66 1 0.33 1 0 curveto; desigur ca n-am introduce ,,0.66 0.66”, ci am
prefera ’2 3 div dup’.

In programul urmator, redefinim fatd de §3 ’Parabola’ (folosind aceeasi
metoda ca la definitia 'Kardioid’ din §3.2); aceasta produce un contur poligonal
pentru P cu N=100 segmente (instructiuni lineto). Addugam apoi o proce-
dura care produce P cu o singurd instructiune curveto; dar ne convingem,
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folosind pathforall si flattenpath ca de fapt, aceasta instructiune acope-
ra la executie (prin stroke) un anumit numar (dar mic, comparand cu N=100)
de instructiuni lineto.

%!PS-Adobe-2.0 EPSF-2.0

/N 100 def

/Parabola { % prin N segmente
0 1 moveto

0 1 N {N div dup 1 exch sub sqrt lineto} for %i/N /1—1i/N
} bind def

/Parabola3 { % drept cubicd Bézier (o instructiune ’curveto’)
0 1 moveto
2 3 divdup 1 1 3 div 1 0 curveto

} bind def

108 108 scale 1 2 translate .004 setlinewidth
gsave .65 setgray
Parabola fill % ,umple” conturul poligonal (de N segmente)

grestore

gsave 1 0 0 setrgbcolor
Parabola3 % prin ’curveto’

{[3 1 roll] = } {} {[7 1 roll (curveto)] = } {} pathforall
(\n) print
flattenpath % inlocuieste 'curveto’ prin secvente ‘lineto’ echivalente
{[3 1 roll] = } {[3 1 roll (lineto)] = } {} {} pathforall
stroke % intern, ’stroke’ va aplica 'flattenpath’

grestore

stroke (care controleaza, in final, trasarea efectivda, pe ecran sau pe hartie)
inlocuieste automat conturul indicat Intr-o instructiune curveto, printr-un
contur (,echivalent” cubicei Bézier initiale) constituit din instructiuni lineto
— probabil chiar acelea pe care le-am cerut prin pathforall (dupa ce am
liniarizat direct, invocand flattenpath) gi pe care le putem vedea executand
programul prin GS:
vb@Home:~/keps$ gs —q par_bez.eps
[—1.73843237e¢—05 0.999990702] % 0 1 moveto
[0.666680694 0.66666311 1.00000823 0.333335608 1.00000823
8.06229491e—06 (curveto)]

% flattenpath transformd conturul intr-o secventd (echivalentd) de lineto:
[—1.73843237e¢—05 0.999990702]

[0.0593211092 0.970321417 (lineto)]
[0.234326661 0.874992847 (lineto)]
[0.437496513 0.749995053 (lineto)]
[0.609363139 0.624997199 (lineto)]
[0.749969602 0.499999374 (lineto)]
[0.859358788 0.37500155 (lineto)]
[0.937487841 0.250003725 (lineto)]
[0.984356642 0.125005886 (lineto)]
[1.00000823 0.0312682688 (lineto)]
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[1.00000823 8.06229491e—06 (lineto)]
>>showpage, press <return> to continue<<

Daca decupam secventa celor 10 instructiuni 'lineto’ afisate si o In-
corporam (elimindnd desigur, parantezele) la sfargitul programului, putem
constata ca rezulta (suprapus) acelagi contur ca si cel produs de 'Parabola’
si de 'Parabola3’.

Este interesant de comparat: noi am generat segmentele (prin for) folo-
sind (ceea ce este absolut uzual) un pas constant (aici, 0.01), fara a distinge
in vreun fel punctele curbei; in schimb, flattenpath (sau stroke) - atunci
cand liniarizeaza conturul indicat in curveto - distinge cumva (ceea ce este
desigur, mai inteligent), intre partile mai Intinse si cele mai bombate ale arcu-
lui, parcurgadndu-le cu pagi ceva mai mari, respectiv ceva mai mici (a vedea
diferentele absciselor la primele si respectiv la ultimele instructiuni ’lineto’ dintre
cele redate mai sus in [..]).

Pare deci mat bine (pana la vreo probéa contrarie) sa calculam punctele de
control necesare si sa folosim curveto, decét sa iteram lineto pe 100 de pasgi
echidistanti (si de obicei, mai multi), trasdnd cate un segment de la punctul
curent la cel urmator; in cazul unei curbe mai ,largi” sau mai complicate,
ne putem gandi sa o segmentam Intai in cateva bucati si sa folosim curveto
pentru fiecare dintre acestea.

8.1 Ratiunea de a fi a instructiunii curveto (litera ’S’)

lineto si curveto nu sunt instrumente de , grafica pe calculator” (precum
de exemplu, functiile plot() din R) — ci sunt instructiuni proprii pe care
PostScript le foloseste efectiv, in scopul predeclarat de a formula o pagina
astfel incat descrierea respectiva sa poata fi interpretata la fel pe orice dis-
pozitiv de redare a paginii.

Punctele sunt vazute ca nigte perechi de numere (si nu exista instructiuni
pentru a le ,trasa” ca atare); punctele vor putea arata diferit de la un dispo-
zitiv la altul, dupa cum este ,pixelul” sau ,punctul tipografic” al acestuia.
Dar ansamblul de puncte constituit de un segment sau un arc Bézier va
arata ,la fel”, indiferent de dispozitiv sau scard — mai ales ca transformarile
posibile nu se aplica figurii, ci sistemului de coordonate in care este exprimat
conturul; tocmai de aceea, componentele paginii (inclusiv, caracterele) sunt
descrise folosind lineto si curveto.

Literele si celelalte caractere sunt vazute ca fiind fiecare, un anumit con-
tur inchis, format din segmente si curbe Bézier; astfel, ele isi pastreaza mai
bine forma daca se aplica scalari sau alte transformari — spre deosebire de
cazul cand ar fi reprezentate static, prin matrici predefinite de puncte.

Prin operatorul charpath putem obtine conturul existent pentru un ca-
racter; de exemplu, (S) false charpath va adauga conturului curent pe
cel asociat pentru litera 'S’ in cadrul fontului curent (daci acest font nu este
unul protejat). lar daca folosim apoi pathforall (cum am mai ardtat), putem
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afisa secventa de instructiuni care contureaza litera respectiva; in urmatorul
program am preluat din aceasta secventa partea care corespunde conturului
interior al lui ’S’, in fontul Times-Roman (preciz&m c& in general, vom reda
coordonatele din instructiunile curveto rotunjindu-le la a 4-a zecimald):

%!PS-Adobe-2.0 EPSF-2.0
%%BoundingBoz: 152 136 270 240

/Times—Roman findfont 18 scalefont setfont
144 144 translate 4 4 scale

% extragem dintr-o sesiune de lucru cu Ghostscript, conturul interior al lui ’S’
3.36217046 —0.464388192 moveto

3.3993 0.2043 3.8266 0.7059 4.36524916 0.705870092 curveto
4.7553 0.7059 5.3498 0.5758 6.0370 0.3158 curveto

7.3931 —0.2043 8.8605 —0.5015 10.2537 —0.5015 curveto
14.3960 —0.5015 17.5353 2.3033 17.5353 6.0185 curveto
17.5353 8.9348 15.5663 11.2010 10.8667 13.7645 curveto
7.1144 15.7892 5.6098 17.3495 5.6098 19.3185 curveto
5.6098 21.2689 7.1144 22.5878 9.3249 22.5878 curveto
10.9224 22.5878 12.4270 21.9191 13.6716 20.6374 curveto
14.7861 19.4857 15.2877 18.5755 15.8635 16.4765 curveto

21 0 moveto % punctul de start pentru urmdtorul contur
(S) false charpath % adaugd conturului de mai sus, conturul literei ’S’

.1 setlinewidth .1 setgray
stroke % traseazd efectiv cele doud contururi

1 0 0 setrgbcolor
4.36524916 0.705870092 moveto % puncteazd capdtul final pentru prima ’curveto’
4.36524916 0.705870092 .2 0 360 arc fill

% capdtul final pentru a doua instructiune ’curveto’, a treia, etc.

Am marcat cu cdte un mic disc rogu (produs prin arc fill) capatul
final al fiecareia dintre cele 9 bucati curveto ale conturului interior al lite-
rei (coordonatele cerculetului sunt date de wultimele doud valori din instructiunea
curveto respectivi); acest contur este de doua ori mai mare decat cel cores-
punzator din conturul literei redat in partea dreapta a imaginii, fiindca in
sesiunea de lucru cu GS din care l-am preluat am folosit 36 scalefont, In
timp ce in programul de mai sus avem doar 18 scalefont:
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vb@Home:~/keps$ gs —q % sesiune de lucru interactiv tn Ghostscript
GS> /Times—Roman findfont 36 scalefont setfont

GS> 0 0 moveto

GS> (S) false charpath

GS> {[3 1 roll (moveto)] = } {
GS<2> {[7 1 roll (curveto)] —
GS<4> pathforall

[15.9749537 24.0367336 (moveto) ]

[15.2133579 24.0367336 (lineto)]

[15.0648 23.2566 14.6747 22.8293 14.0802 22.8293 (curveto)]

[3 1 roll (lineto)] = }
} {(closepath) =— }

[6.3157 0.7802 4.1052 2.7306 2.3219 7.0773 (curveto)]
[1.50461781 7.07727623 (lineto)]

[2.56342292 —0.464388192 (lineto)]

[3.36217046 —0.464388192 (lineto)]

[3.3993 0.2043 3.8266 0.7059 4.3652 0.7059 (curveto)]

[14.7861 19.4857 15.2877 18.5756 15.8635 16.4765 (curveto)]
[16.755127 16.4764938 (lineto)]
[15.9749537 24.0367336 (lineto)]

(closepath)
[20.015131 0.0 (moveto)]
GS>
Bineinteles ca am folosit {[7 1 roll (curveto)] == }, avand in ve-

dere ca curveto are 6 parametri. Litera este un contur inchis (se incheie
prin closepath), constituit dintr-un sub-contur ,exterior” (in cazul de fa-
ta, cu 10 instructiuni curveto) si unul ,interior”, conectate si completate
prin cAteva instructiuni lineto. In final, 20.015131 0.0 moveto stabileste
,punctul curent” de la care sa Inceapa urmatoarea trasare de contur, daca
exista (incat in programul de mai sus am putut estima prin 21 0 moveto,
unde sa adaug conturul intreg al literei).

9 Aproximarea unei curbe prin cubice Bézier

Am ilustrat mai Inainte faptul ca PostScript contureaza literele folosind
secvente de instructiuni curveto; in treacat fie zis — si noi facem la fel in
clasa intdia: desenam literele cu ,bastonage” si arce de legatura (angajand
intuitiv si anumite ,puncte de control”). S& vedem gi cum am putea folosi cubice
Bézier pentru a contura o curba sau alta, plecand de la ecuatiile acesteia;
subliniem ca nu graficul ca atare, ne intereseaza (c& atunci, l-am obtine fara
bataie de cap folosind R, sau vreun alt pachet de graficd); vrem sa vedem cum
ajungem la un program care sa ne contureze curba respectiva, cat se poate
de exact si cu cat mai putine instructiuni curveto.

Pentru cubica Bézier de capete P, () si cu punctele de control F =
(2H+P)/3si G = (2H+Q)/3 — unde H era intersectia tangentelor in capete
- ajunsesem la exprimarea (literele drepte desemnénd afixele punctelor omonime,
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in C):
2) =1 —t)P*P+31—t)%F+30-t) G+t Q, t € [0,1] (1)

Conturul asociat se obtine fixdnd ,,punctul curent” in P si indicand ope-
ratorului curveto coordonatele punctelor F, G si Q. Insi determinarea
punctelor F' si G plecand de la intersectia H a tangentelor in capete este
incomoda.

Putem ocoli determinarea prealabila a lui H, expriméand coeficientii F si
G chiar din ecuatia lui 2(t): derivind, gasim 2/(0) = —3P + 3F si 2/(1) =
—3G + 3Q; deci

F:P—i—lz’(O), G:Q—lz’(l) (2)
3 3

2'(0) si 2/(1) sunt pantele tangentelor curbei in capetele P si @ (fiindca
avem z(0) = P si 2(1) = Q). Pentru unele ,,cazuri speciale” trebuie totusi sa
angajam H; de exemplu, daca 2/'(1) = oo si 2/(0) # oo atunci determindm
intai intersectia H a tangentei in P cu verticala prin ) si apoi cautam
cumva G pe segmentul QH (,teoretic”, adica ignordnd complet erorile de
aproximare, avem QG = %QH ).

Pentru a aproxima conturul unei curbe oarecare € (data fiind, intr-o
forma sau alta, ecuatia acesteia) putem proceda astfel: impartim € in cateva
parti, avand fiecare cite un capat initial P si unul final @; determinam
valorile In P gi ) ale derivatei functiei asociate lui € gi gasim prin formulele
(2) coeficientii F si G; ,identificam” arcul lui € delimitat de P si @ prin
cubica Bézier data de P, F, G si Q.

Desigur, ,gasim F si G prin formulele (2)” trebuie regandit, fiindea P
si Q de pe curba € se obtin din ecuatia acesteia nu pentru ¢t =0 si t = 1,
ci eventual pentru t = 79 si t = 7 — indicand subintervalul parcurs de

parametrul n functie de care se obtine portiunea lui € de capete P si Q.
. s T — 70 C o .
Schimbarea de variabila ¢ = ——— transforma biunivoc ¢ € [0,1] in
L — T0
T € [10,71]. Pentru (2) nu intereseaza ce devine (1) prin aceasta substitutie,
ci doar cum se transforma 2'(t) trecind la noua variabild 7; plecand de la
: AT EORSSL . dz _ dzdr _ dz

regula de ,derivare inlantuita”, avem: § = £ G = (11 — 70) 3= Aceasta
inseamna cd in loc de 2/(t) trebuie s punem h2'(7), notdnd h = 7, — 79;

deci formulele (2) se adapteaza la intervalul [ry, 1] astfel:
h h,
F:P+§z (10), G:Qfgz (t1), unde h =11 — 79 (3)

Conturul lui € va fi constituit dintr-un numar de instructiuni curveto
egal cu numarul partilor considerate; pentru a creste calitatea ,identificarii”
cu arce Bézier, trebuie sa folosim o partitionare a lui € cu un numar suficient
de mare de parti (avand in vedere eventual i anumite ,,puncte speciale”, cum
ar fi varfurile si punctele de inflexiune).
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10 Aproximarea semicardioidei prin cubice Bézier

Reluam din §3.2 procedura Kardioid, prin care conturul semicardioidei su-
perioare X (pe care acum, il vom ,,umple” folosind £i11) este constituit prin
1000 de instructiuni lineto (producidnd un grafic suficient de exact):
%!PS-Adobe-2.0 EPSF-2.0

% coordonatele punctelor semicardioider K(t) (t este implicit, in véirful stivei)

/X {2 mul dup 1 sub mul} bind def % X(t)=2t(2t—1); Y(t) =4t \/t(1—1)
/Y {dup dup 1 exch sub mul sqrt mul 4 mul} bind def

/N 1000 def % aprozimare poligonald (cu N segmente) a semicardioidei superioare
/Kardioid {

0 0 moveto % conturul pleacd din K(0) (nodul cardioides)

1 1 N { N div dup X exch Y lineto } for % K(t)—K(t+1/N), t=i/N
} bind def

108 108 scale 2 1 translate
Kardioid % instantiazd semicardioida (pentru noul sistem de coordonate)
.5 setgray fill % ,inchide” gi umple conturul cu pizeli gri

Dam intdi un mic exemplu de constituire manuald (calculand direct, dupa
formulele (3)), a unor instructiuni curveto care sa ,acopere” cumva, semi-
cardioida umpluta cu gri obtinuta prin programul de mai sus (vezi figura de
mai jos).

Cel mai simplu (pentru calcul manual - altfel, vom vedea ci nu este deloc
bine) ar fi sa partitiondm in doud bucati: arcul descris pentru t € [0, %],
avand capetele O(0,0) (nodul cardioidei) si B(0, 1), respectiv pentru t € [1,1]
de capete B(0,1) si A(2,0) (varful cardioidei). Urmeaza si calculam pentru
fiecare arc, punctele F' si G din (3).

Amintim ca punctele lui X sunt date de

x(t) = 26(2t — 1), y(t) = 4t\/t(1 —t), t € [0,1]

si gasim ugor

#(1) =204t~ 1), y/(1) =23~ 40)) 1 (1 £ Ly (1) = )

Pentru capatul O, avem: z;, = (2/(t),y'(t))|t=0 = (—2,0) deci dupa (3),
cuh =3, avem F =0+ 42/, = (-3,0).
Pentru capatul B, avem: 2z = (2/(¢),y'(t))]i=0.5 = (2,2) si dupa (3) rezultd
G=B-22,=(0,1) - (2,2) = (-4, 2).

Prin urmare, cubica Bézier asociata primului arc va fi data de 0(0,0)
F(-1/3,0) G(-1/3,2/3) B(0,1) curveto, ceea ce adaugam in programul
de mai sus astfel:

f

0 0 moveto —1 3 div 0 —1 3 div 2 3 div 0 1 curveto
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Pentru arcul lui X dintre B gi A putem determina F = B+ %zjg = (%, %),
dar G nu mai poate fi obtinut prin (3) fiindcad ¢y = /(1) = oo; am dat de
o dilema tipica fata de aplicarea formulelor (3) - cazul in care tangenta la
curba intr-un capat al arcului este verticala. Solutia ad-hoc (dar nici nu gtim
alta) ar consta in a alege G undeva pe tangenta in A, deci G(2,\); luam
A = 2 si addugam in program:

1 3 div 4 3 div 2 2 2 0 curveto
0 0 1 setrgbcolor stroke % cele doud cubice sunt trasate cu rosu

Pentru comparatie, am repetat ultima instructiune curveto pentru ca-
zurile A € {2 — %, 2 — %, 1}, colordnd acum cu albastru:

_——

O
Contururile rezultate astfel (cel format din dou& arce rogu-rosu, sau cele con-

stituite din arcul rosu si unul dintre cele albastre) sunt departe de o aproximare
acceptabila a semicardioidei si chiar este greu de crezut ca separand in numai
doud arce am putea obtine una acceptabila.

Sa stergem instructiunile curveto calculate manual mai sus si s adop-
tam acum ideea cea mai simpla: Impartim intervalul [0, 1] in N bucéti egale
(cel putin patru) si pentru fiecare dintre acestea determinam punctele de
control necesare instructiunii curveto pentru aproximarea portiunii cores-
punzatoare a lui K. Vom scrie programul necesar pentru aceasta fara cine
stie ce elaborare, doar ca sa vedem cam ,cum s-ar face”; dar oricum am
elabora, acest program va fi mult mai amplu (si mai complicat) decat pro-
cedura initiald Kardioid (care practic are o singura linie de program). Ce
yderanja” la Kardioid era faptul ca producea 1000 de instructiuni lineto;
acum vom produce X intr-o aproximare acceptabila (dar nu aga de buni ca
folosind Kardioid) cu numai N=6 instructiuni curveto (sau mai bine, N=9
si mai bine, N=12; cu flattenpath si pathforall se va putea vedea ca
acestea acopera maximum 50-60 de instructiuni lineto).

Introducem ntai procedurile dX si dY, pentru a calcula 2/(¢) si v/(¢) (va-
loarea t fiind preluata de pe stiva operanzilor); apoi fixam N (a incerca va-
lorile 2..6..9; pentru N=10 sau N=11 programul egueaza, in urma propagarii unor
erori ,de aproximare” - cum am mai observat in §3.1; pentru N=12 iaragi ,mer-
ge”). Introducem variabilele h=1/N si h3=h/3, fiindca aceste valori vor
interveni frecvent In calcule; apoi initializam t0, fixam punctul curent in
0(0,0) si repetam de N ori secventa de instructiuni care plecand de la capa-
tul P=(x(t0), y(t0)), determind Q=(x(t1), y(t1)) cutl = t0 + hsi
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apoi calculeaza dupa formulele (3) punctele de control F gi G - producdnd
instructiunea curveto pentru P, F, G si Q.

Am intdmpinat faptul ca y/(1) = oo folosind ifelse: cand t1 > 0.99,
intersectam tangenta in P cu verticala x=2 (tangenta in varful cardioidei)
i)
2 gi ar trebui sa aiba ordonata %yH - dar (cred c& din cauza cumulirii erorilor
de aproximare) a trebuit sa experimentez pentru a apropia mai mult cubica
respectiva de cardioida, marind putin ordonata lui G pana la valoarea %yH
(optand in final pentru 2.58/3):

/dX {8 mul 2 sub} bind def % X’(t)=8t-2

/dY {/t exch def %t == 681t mulsubttsubdivsqrtmul

} bind def % Y'(t) = 2(3-4t)SQRT(t/(1-t))

gasind H la ordonata yg = y(tg) + (2 — z(to)); punctul G are abscisa

/N 9 def

/b 1N div def % 1/N

/h3 h 3 div def %h/3

/t0 0 def t0 X t0 Y moveto

N {
/t1 t0 h add def % ¢l =10 + h (10 referd capatul initial al arcului curent)
t0 X h3 t0 dX mul add % F (primul punct de control)
t0 Y h3 t0 dY mul add
t1 0.99 ge %la t1==1 avem tangentd verticald si trebuie gdsit H
{2t0Y t0dY t0 dX div 2 t0 X sub mul add
2.58 3 div mul } % G este pe segmentul QH, incit QG/GH ~ 2/3
{ t1 X h3 t1 dX mul sub % G (al doilea punct de control) dacd t1 < 0.99
t1 Y h3 t1 dY mul sub } ifelse
t1 X t1' Y % Q (capdtul final pentru arcul curent)
curveto
/t0 t1 def %t0=t1
} repeat

1 0 0 setrgbcolor 0.005 setlinewidth stroke

Am marcat gi punctele semicardioidei care sunt capetele finale ale celor
9 cubice Bézier determinate prin secventa de mai sus, addugand in final:
/t0 0 def
0.3 setgray
N { /t1 t0 h add def %tI =i/N, i=1..N
tl1 X t1 Y moveto
t1 X t1 Y .007 0 360 arc fill % marcheaza punctul (z(t1), y(t1))

/t0 t1 def
} repeat

In urma experientei de lucru descrise mai sus devine totusi clar, ci mai
totdeauna este de preferat un program simplu, modeland aproximarea poli-
gonala obignuita (fie si cu 1000 de lineto, generate desigur printr-o instructiune
repetitivd), unuia care constituie si inlantuie cubice Bézier care sa aproximeze
portiuni ale curbei (mai ales dac& vrem o reprezentare cat mai exactd). curveto
a fost introdusd nu pentru a trasa curbe pe baza ecuatiilor acestora, ci mai
degraba pentru a permite realizarea interactivd (pe ecran, folosind mouse-ul)
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aprozimeazd K prin N =9 cubice Bézier (t =i/9,i=1.9)

de figuri (sau caractere) prin intermediul unor aplicatii ca Adobe Illustrator,
sau CorelDraw, Inkscape, etc.

11 Aproximarea semicardioidei folosind MetaPost

Care este (sau, cum determindm) numarul minim de instructiuni curveto
(cubice Bézier) pentru a reprezenta o curba indicatd (cu diferente impercep-
tibile la scard uzuald, fatd de graficul trasat - pe ecran sau pe hartie - printr-un
numdr mare de puncte)?

Mai sus ajunsesem la o reprezentare cu 9 instructiuni curveto a lui KX,
printr-un program PostScript generic (aplicabil mutatis mutandis si altor curbe),
care segmenta intervalul [0, 1] in parti egale si determina pentru fiecare parte
punctele de control necesare aproximarii prin curveto a portiunii corespun-
zatoare a lui X; calculam punctele de control folosind derivatele in capetele
subintervalului, lovindu-ne astfel si de situatia dilematica y'(1) = 0o (cAnd a
trebuit si experimentdm asupra valorii ,teoretice”).

A devenit clar ca este mai bine dacd segmentdm curba nu prin puncte
legate arbitrar la valorile i/N, i = 1..N ale parametrului ¢, c¢i prin unele
puncte caracteristice ei (puncte de extrem, de inflexiune, etc.). Pe de alta par-
te, ne-a devenit clar ca este mai avantajos sa folosim MetaPost: operatorul
desemnat prin ’..” (denumit ,path_join”) creeaza o cubica Bézier care uneste
cele doua puncte care (impreund eventual, cu directia tangentei) 1i sunt indicate,
angajand intern anumiti algoritmi (destul de complicati pentru a ne feri si-i ex-
plicdm noi) de determinare a punctelor de control (spre deosebire de PostScript,
in care avem doar posibilitatea elementara de a le specifica noi ingine).

Avem /(1) = 0 (cu y/(3) # 0), deci in punctul (z(}),y(3)) = (-1, @)
tangenta la K este verticala.
y'(1)/2'(1) = oo, deci in (z(1),y(1)) = (2,0) tangenta este verticala.
y'(0) = y/(2) = 0, deci tangentele in (0,0) si (%,nﬁ) sunt directionate
orizontal.

Un alt punct important este (z(3),y(3)), fiindca punctele lui X provenite

din valori ale parametrului ¢ simetrice fata de mijlocul % al intervalului [0, 1]
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sunt legate (doud cate doua) prin proprietati semnificative (suma distantelor
la origine este egald cu 2; Oy bisecteazd unghiul razelor polare; etc.)

Avem 2/(3) = ¢/(3) = 2, deci tangenta in (z(3), y(3)) este paraleld cu prima
bisectoare a sistemului de axe.

Cele cinci ,,puncte importante” evidentiate mai sus corespund Tmpartirii
intervalului [0, 1] in patru subintervale egale; dar acum am ajuns la ele ple-
cand de la proprietati ale functiei (legate de directia tangentelor), in loc de a
asuma din start ca in §10, o partitionare echidistanta pe [0, 1] (independenti
de functie).
z1, ..., z5 fiind punctele lui X rezultate pentru t = %, 1 = 0..4, putem formula
conturul z1{left}..z2{up}. .z3{dir 45}..z4{right}..{down}z5, insem-
nand in MetaPost constituirea gi Tmbinarea a patru cubice Bézier: prima
pleaca orizontal spre stanga din z1, curbeaza dupa punctele sale de control
si ajunge vertical in z2; a doua continua spre z3, ajungand aici la 45 de
grade fatd de orizontald; s.a.m.d.

Un program MetaPost prin care sa evidentiem acest contur si deaseme-
nea (pentru comparatie) conturul obtinut prin marcarea unui numar sufi-
cient de mare de puncte ale lui K, se poate formula Intr-un fisier ,,smcd.mp”
ca definitie de figurd beginfig(1); .. endfig. Dar in principiu, in prealabil
avem de setat anumite aspecte grafice (fontul de utilizat pentru etichetare,
o scalare si pozitionare in pagind convenabile, etc.) si de formulat subru-
tine generice sau macro-uri de care vom avea nevoie in diverse definitii de
figurd (astfel, smc_point(t) modeleaza ecuatiile lui K; scardioid foloseste
smc_point pentru a produce o variabila de tip 'picture’ care la instantiere,
va marca un anumit numar de puncte ale lui K; path_nodes eticheteaza
nodurile conturului primit ca argument, pozitiondnd eticheta pe directia
normalei la contur in punctul respectiv):

outputtemplate := "%j—%c.eps”; % produce ‘smcd-1.eps’, ‘smcd-2.eps’, etc.
prologues := 3; % asigurd inglobarea fontului, in fisierul EPS produs
defaultfont := ”"phvr8r”; % fontul 'Helvetica’ (vom eticheta nodurile conturului)
defaultscale := 1.2; % mdreste caracterele de la 8 la 8*%1.2 puncte tipografice

% mdreste de 200 de ori; mutd originea spre dreapta cu 10bp si in sus cu 100bp:
def scale shift = scaled 200 shifted (10, 100) enddef;

vardef smc_point(expr t) = % punctul semicardioidei asociat lui t€[0,1]
(2%t *(2xt—1), 4xtxsqrt(t*(1—t)))
enddef;
def scardioid = % traseazd semicardioida prin 100 de puncte (instructiuni ‘lineto’)
image (
pickup pencircle scaled 2.3;
for t = 0 step .01 until 1:
draw smc_point(t) scale_ shift withcolor (1, 0.3, 0);
endfor
) % wvariabild de tip ’picture’ (o vom putea instantia in oricare figurd)
enddef;

def path_nodes(expr q) = % marcheazd nodurile conturului
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pickup pencircle scaled 3; pair Z;
for t=0 upto length(q):
Z := point t of q;
draw Z; % marcheazd nodul si il eticheteazd pe directia normalei la curbd
label (decimal(t+1), 7 unitvector(direction t of q)
rotated(—90) shifted Z) withcolor

.1black;
endfor
enddef;
beginfig(1l); path p; % ,conturul” este o variabild de tip ’path’
z1l = (0, 0); % nodul cardioidei (tangentd orizontald)
z2 = (—1/4, sqrt(3)/4); % cel mai din sténga punct (cu tangentd verticald)
z3 = (0, 1); % pentru t=0.5; tangenta este paraleld cu prima bisectoare
z4 = (3/4, (3xsqrt(3))/4); % cel mai de sus punct (tangentd orizontald)
z5 = (2, 0); % varful cardioidei (tangentd verticald)

p = ( zl{left }..z2{up}..z3{dir 45}..z4{right}..{down}z5 )
scale_ shift;

pickup pencircle scaled 0.8; % grosimea penitei

draw p withcolor .78blue; % cele 4 cubice Bézier (cu nuantd de albastru)

path_nodes(p); % marcheazd si eticheteazd capetele arcelor Bézier
draw scardioid; % instantiazd semicardioida conturatd prin ’lineto’
endfig;

5
Invocand compilatorul de MetaPost, prin mpost smcd.mp, obtinem figi-
erul 'smcd-1.eps’ reflectat (printr-un ,,Document Viewer”, ca evince) in ima-
ginea de mai sus; deschizand intr-un editor de cod-sursa (ca gedit), putem
identifica usor liniile asociate in PostScript (prin compilarea programului de
mai sus cu mpost) celor patru operatori ’..":

newpath 10 100 moveto
—26.74011 100 —40 144.2627 —40 186.60278 curveto
—40 229.53186 —20.38635 269.61365 10 300 curveto
49.55688 339.55688 104.02466 359.80835 160 359.80835 curveto
299.88953 359.80835 410 241.73889 410 100 curveto stroke
Daca am inscrie deasupra acestor 5 linii %!PS (si apoi linia 50 100
translate, avand In vedere ca prima instructiune curveto are punctul final
la abscisa -40) gi am salva figierul ca ,,fig-1.ps”, atunci deschizandu-1 in
evince vom regasi graficul celor 4 arce 1-2-3-4-5 din imaginea de mai sus.
Acuma, sa observam ca arcul albastru care uneste punctele 1 gi 2 (re-
prezentand prima instructiune curveto) difera sensibil fata de portiunea
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(marcatd prin puncte colorate ,orange”) din K pe care voia sa o aproximeze;
deasemenea, marind figura (spre 200%, prin operatiile obignuite intr-un ,, Do-
cument Viewer”) putem sesiza ca arcul albastru final 4—5 este putin-putin
,deasupra” punctelor orange ale lui X.

Este clar ca pe X existda un punct pe arcul 71-2 si unul pe arcul 4-5

in care tangenta ajunge paraleld cu a doua bisectoare a sistemului de axe;
pentru aceste puncte trebuie si avem y/(t) = —2'(t), adica (3 — 4t)\/t =
(1 —4t)v/1—t.
Sa observam ca aceasta ecuatie are ,radacina straindg” % (,straina” fiindca
duce la ,1=-1"); ridicAnd la patrat si {indnd seama ca astfel se introduce
ca radicing si cea ,straind”, obtinem 32t% — 48t2 + 18t — 1 =0 < (2t —
1)(16t% — 16t + 1) = 0. Prin urmare, valorile ¢ care ne dau punctele lui K in
care tangenta are panta egala cu —1 sunt ¢ = % + %.

Adaugam programului MetaPost de mai sus o a doua figura, considerand
acum - prin smc_point (1) - si cele doua puncte ale lui X determinate mai
sus:

beginfig(2);
numeric sq; sq = sqrt(3)/4; % pentru a evita repetarea calculului
zl1 = (0, 0);
z2 = smc_point (0.5 — sq); % tangenta face 135 grade cu Ox
z3 = (—0.25, sq); % tangenta ajunge in pozitie verticald
z4 = (0, 1); % tangenta este inclinatd cu 45 grade
z5 = (0.75, 3xsq); % tangentd orizontald
z6 = smc_point (0.5 + sq); % tangenta are directia egald cu (-45) grade
z7 = (2, 0);
path p, q;
p := zl{left }..z2{dir 135}..z3{up}..z4{dir
45}..z5{right }..z6{dir —45}..{down}z7;
show p; % afiseazd conturul constituit (variabila ’p’)
q := p scale_shift; % scaleazd ’p’, in vederea trasarii efective
pickup pencircle scaled 0.8; draw q withcolor .78blue;
path_nodes(q); % marcheazd si eticheteazd capetele arcelor Bézier
draw scardioid; % instan{iazd semicardioida conturatd prin ’lineto’
endfig;

end % pentru a evita modul de lucru interactiv (,stop! NU mai am figuri/intrebdri”)

7

De data aceasta, reprezentarea lui X (schitat cu 100 de puncte orange)
prin cele 6 cubice Bézier (colorate albastru) este destul de ,fidela”.
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Fiind folosit show p, compilatorul ne dezvaluie 1n figierul ‘smcd.log’ con-
stitutia conturului (si am optat pentru valorile dinaintea scalarii acestuia); sa
preluam din acest figier conturul p indicat gi sa adaugam (inaintea declaratiei
’end’) o noua figura, in care sa intruchipam intreaga cardioida (simetrizand p
fatd de Ox cu reflectedabout si folosind apoi buildcycle) gi sa trasam conturul
poligonal al punctelor de control pentru cele 6 cubice Bézier care formeaza
semicardioida superioara:

beginfig (3); % cardioida; poligonul punctelor de control
path p, q, h, g, K;
p = (0,0)..controls (—0.04654,0) and (—0.08301,0.03397)
..(—0.11603,0.06699) .. controls (—0.21149,0.16245) and
(=0.25,0.29778)
..(—0.25,0.43301) .. controls (—0.25,0.64766) and
(—0.15193,0.84807)
1) ..controls (0.19778,1.19778) and (0.47012,1.29904)
75,1.29904) ..controls (1.07574,1.29904) and (1.3856,1.16344)
.61603,0.93301) .. controls (1.86324,0.6858) and (2,0.34964)
); % semicardioida superioard (6 cubice Bézier)
p reflectedabout ((0,0), (2,0)); % semicardioida inferioard
buildcycle(p, reverse g); % ,reuneste”, intruchipind cardioida
fill (K scale_shift) withcolor .8white;
q = p scale_shift; % scaled 100 shifted (50, 300)
path_nodes(q);
h = point 0 of q for t=1 upto length(q):
—postcontrol t—1 of q — precontrol t of q endfor
—point (length(q)) of q; % conturul poligonal al punctelor de control
draw h withpen pencircle scaled 0.75 withcolor (1, 0.3, 0);
endfig;
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Arcul 71-2 avand lungimea foarte mica, punctele de control ale sale n-au
putut fi redate distinct (la scara folosita in program).

Punctele de control ale unei cubice Bézier se acceseaza prin postcontrol
si respectiv precontrol (,post” vizeazd pe cel care urmeaza nodului initial al
arcului, iar ,pre” pe cel dinaintea nodului final). Punctele de control au fost
astfel alese, Incat segmentul care ar uni ,,precontrolul” unui arc cu ,,postcon-
trolul” arcului Bézier urmator sa fie tangent curbei pe care arcele respective
o aproximeaza (cum se si vede pe figurd); de aici si ideea aplicata mai sus:
pentru a reprezenta o curba cu un numar cat mai mic de cubice Bézier ale-
gem cumva cateva puncte ale curbei in care cunoagtem directiile tangentelor
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(si montam céte o instructiune curveto pentru fiecare doua astfel de puncte,
vecine la parcurgerea intr-un acelasi sens a curbei).

In MetaPost acest mecanism de calcul este implicit, cerandu-se doar capetele
arcului si eventual, directia tangentei (la intrare sau/si la iegire) intr-un capat
sau altul; el este implicit fiindca nu se vizeaza o cubica Bézier ca atare (cum
face curveto din PostScript), ci totdeauna, un contur format eventual (prin
»path_join”) din mai multe cubice Bézier inlantuite (,inldntuirea” acestora

necesitd corelarea tangentelor, evidentiatd mai sus).

Anexa

Adaugam céteva consideratii elementare proprii, asupra cardioidei si semi-
cardioidei.

A De la cerc, la cardioida

Fixam punctele O si A si fie C cercul
de centru A cu raza AQ; notam cu A’
simetricul lui O fata de A.

Fie R un punct oarecare pe C si
fie T simetricul lui O fata de R, iar T"
cealalta intersectie cu C a dreptei T A’;
fie P simetricul lui 77 fatd de R.

Ce curbe descriu T si P, cand R
parcurge cercul C?

Din constructia indicata rezulta
ugor ca OT'TP este un dreptunghi:
T’'R este mediana 1n triunghiul drept-
unghic OT'T (avem £OT'A" = 90°,
fiindcd OA’ este diametru in C), deci
T'R = OR — prin urmare, diagonalele TP si OT sunt egale.

In plus, TA' = 20A (fiindcii AR este linie mijlocie in AOA'T, iar AR =
AO); deci locul lui T (caAnd R parcurge C) este cercul C' de centru A’ si raza
A0 =20A.

Obs. C’ provine din C prin omotetia de centru O si raport 2, fiindca pentru

oricare puncte corespondente 7' si R avem ﬁ =20R.

Fiindeca PT L TA’ si A’ este centrul cercului C’, rezulta ca PT este
tangentd in T la C’; altfel spus, P este proiectia lui O pe o tangentd a
cercului C'.

Pentru a gasi ecuatia curbei descrise de P, sa reperam punctele fata de
originea O(0,0) si punctul unitar A(1,0).
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Cercul C' (cu centrul A’(2,0) si raza OA’ = 2) are ecuatia (z—2)?+y? = 4,

care se mai scrie 2 +y? —4x = 0. Derivand in raport cu x, 2+ 2yy’ —4 = 0,

gasim panta tangentei in T'(a, 8) € C': m = j—g = 2_70‘
r=x

Deci ecuatia tangentei la C' in T'(a, 5) este y — f = 277"‘@ — ), care

(tindnd cont imediat c& avem o? + 32 = 4a) se reduce la
ar-+By=20 (1)

Perpendiculara din O(0,0) pe tangenta la C’ in T'(«, 8) are ecuatia y =

— Lz, sau
m

ay — fr =2y (2)
Rezolvam (cu ,regula lui Cramer”) sistemul de ecuatii (1), (2) si obtinem
2 2
a = 532(_@/%2)36 sif= %; inlocuind in o 4+ 3% — 4 = 0, giisim ecuatia

locului intersectiei P a tangentei in T la C' cu perpendiculara din O pe
aceasta: (22 + y%)? + 4y* — 2(2? + y?)(2? + y*® — 22) = 0, sau intr-o forma
echivalenta

(2 + 9% —22)% —4(2® +9%) =0 (3)

si recunoagtem ca aceasta reprezinta cardioida cu nodul O(0,0) si varful
A'(2,0).

Obs. Locul proiectiilor unui punct pe tangentele unei curbe date formeaza
podara acesteia fata de punctul respectiv; ceea ce am demonstrat mai sus revine la
aceastd proprietate binecunoscuta: podara unui cerc fatd de un punct al sdu este
o cardioidd. Podarele cercurilor (omotetice fatd de punctul comun O) C’ i C sunt
cardioide omotetice, cu nodul comun O.

B Proprietatile semicardioidei

Pentru a > 0 considerim cardioida K : (22 — ax + y?)? — a®(2®> +4?) = 0
si parabola P : 42 = a(a — z); notam cu V varful lui P si cu M un punct
cu abscisa Intre 0 si a al lui P. Sa se arate ca perpendiculara in M pe VM
intersecteaza I 1n focarele unei elipse tangente in O axei Ox.

(Problema L361, Recreatii Matematice nr. 1/2019)

Notand 22 4+ y? = at? (unde ¢t > 0), K devine (> — x)? — at? = 0, adica
(t? — 2 — /at)(t> — x + \/at) = 0; dar posibilitatea t?> — 2 4 \/at = 0 trebuie
exclusi, fiindes ar conduce la y? < 0 (am gisi y? = at?—2? = at?— (124 /at)? =
—t3(t +2y/a) si cu t > 0 am avea y* < 0, absurd).

Deci neaparat, t> — x — y/at = 0 - de unde x = t(t — y/a); iar in acest
caz, avem y? = at? — 22 = at? — 3 (t — Va)> =t* - t(2/a—t) siy* > 0 &

t € [0,2+/al.
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Prin urmare, cercurile 22 + 4% = at? taie graficul K in cel mult doua
puncte care sunt simetrice fatd de Oz, ceea ce Inseamna cd punctele semi-
cardioidei superioare pot fi exprimate In mod unic prin parametrul ¢:

x:t(t_\/&% y=t t(2\/&_t)5 te [072\/&}

Dar sa eliminam dependenta intre ¢ si a, scaland fata de lungimea in-
tervalului initial: ¢ = 2y/a A, cu A € [0, 1]; noua parametrizare—renotand
totusi ‘A’ cu ‘¢t ’—este:

x=2at(2t — 1), y=4dat\/t(1—1t); te€]0,1] (1)

Consideram punctele Ky si Kj_; provenite prin (1) din valori simetrice
fata de mijlocul % al intervalului [0,1] pe care variaza t; vom demonstra mai
jos urmatoarele proprietati ale acestora:

(a) OK;+ OKq_4 = 2a;
(b) dreptele OK; i OK;_ sunt egal inclinate fata de axa orizontala;

(¢) mijlocul segmentului K;K;_; apartine arcului de parabold dat de
y = vala—z), z € [0,a] iar mediatoarea acestui segment trece prin varful
parabolei P.

s z(t) = 2at(2t — 1)
y(t) = dat\/t(1 —t)

Intr-adevar, din substitutiile initiale 22 4+ y? = at? si t = 2\/at rezulta
ca OK; = 2at, deci OK; + OK;_4 = 2at + 2a(1 — t) = 2a.

Panta dreptei O K, este 2~ Qt t(izt) si observand ca transformarea t — 1—t
(prin care ajungem de la K; la K;_;) schimba doar semnul acestei expresii,
deducem ca suma pantelor dreptelor OKy si OKj_4 este zero, ceea ce este
echivalent cu (b).

Mijlocul M; al segmentului K;K;_; are coordonatele x = a(2t — 1)? =
a—4at(1—t) siy = 2a/t(1 —t) si se vede imediat ci satisfac y* = a(a — ).
Pe de alta parte, pentru distanta de la varful acestei parabole la punctul
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K; avem: dist®((a,0), K;) = (2at(2t — 1) — a)?® + 16a%t*t(1 — t) = a®(—4t> +
4t 4+ 1); observand acum ci expresia —4t% 4+ 4t + 1 este invarianta fatd de
transformarea ¢ — 1 — ¢, deducem ca dist((a,0), K;) = dist((a,0), K1),
ceea ce Inseamna ca varful parabolei P se afld pe mediatoarea segmentului
KtKl—t'

Enuntul problemei rezulta interpretand proprietatile aratate mai sus. (a)
spune ca K; si K1_; sunt focarele unei elipse care trece prin O si are axa
mare de lungime 2a; dupa (b), dreptele care unesc O cu focarele mentionate
sunt egal inclinate fata de Ox — deci Oz este tangenta in O elipsei. Conform
(c), centrul acestei elipse apartine parabolei y? = a(a — ), iar axa mica a
elipsei trece prin varful (a,0) al parabolei (si are lungimea MV = 4at(1 —t) —
ceea ce rezulta din triunghiul dreptunghic K; MV in care avem V K; = a, iar cateta
MK, se deduce plecind de la (1)).

Parabola y? = a(a—x) mediazd intre arcele separate de Oy pe semicardi-
oida; cele cate doua puncte astfel asociate sunt focarele unei elipse tangente

in O axei Oz (iar panta axei focarelor este \/g ,unde b = MV = 4at(1 —1t)).

Obs. Ultima figura a fost produsa folosind MetaPost (si apoi, ps2pdf),

cu urmatorul ,,preambul”:
prologues:=3;
verbatimtex

\documentclass[11pt]{article}

\usepackage{lmodern}

\usepackage{amssymb ,amsmath}

\begin{document}
etex

In baza acestui ,,preambul”, mpost (compilatorul de MetaPost) cu optiu-
nea -tex=latex, a ,stiut” singur cum sa integreze in figura notatia matema-
tica LaTeX prevazuta (prin comenzi label) intre btex si etex (in timp ce
lucrand in PostScript, trebuia pentru aceasta si procedam cum am aratat
in §5; gi mpost procedeazd cam tot ca in §5, dar ,automat”, fard inter-
ventii suplimentare din afara). Din punct de vedere practic ar fi deci mai
avantajos—pentru a realiza figuri geometrice adnotate matematic—sa folo-
sesti MetaPost, in loc sa folosesti direct PostScript (doar ca figierul rezultat
este de 3-4 ori mai mare).
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